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Resumen

La presente monografia estd organizada esencialmente en cinco parrafos. En el primero de ellos se resefia la
evolucion, a través tanto del tiempo como de distintos pensadores, de las ideas que condujeron al hoy llamado
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algunas aplicaciones y en el quinto se consignan comentarios finales. Por Ultimo se hace una breve resefla
biografica de los autores de dicho teorema.
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1. Introduccion

El Teorema de Gauss-Bonnet es para muchos el teorema mas hermoso y profundo de la
Geometria Diferencial de superficies, el cual fue publicado por Bonnet en 1848 referido a una
region acotada por una curva simple no geodésica.

El nombre de Gauss ha quedado asociado al teorema porque fue €l quien publicd en 1827 un
caso especial para triangulos geodésicos (triangulos cuyos lados son arcos de geodésicas de una

superficie; ver Fig. 1).

Geodésica

Figura 1

3
En el mismo afirmaba: ” Kdo= ZHi — 7 donde €, coni=1, 2,3 son los angulos interiores de
T i=1

un tridngulo geodésico T y K es la curvatura gaussiana sobre T.

3
Por ejemplo, si K = 0 se tiene que Zei =, una extension del Teorema de Thales [1] a

i=l1

3
superficies de curvatura cero. Ademas si K =1 se tiene que Zﬁi —7=Area(T)>0.
i=l1

K=1,20i < K=1,20i>mn

Figura 2

Por lo tanto sobre una esfera unitaria la suma de los angulos interiores de cualquier tridngulo
geodésico es mayor que 7y el exceso sobre xes exactamente el area del triangulo T. En
cambio, sobre la pseudoesfera la suma de los éangulos interiores de cualquier triangulo

geodésico es menor que 7 (ver Fig. 2).



Por su lado, T. Harriot habia probado en 1603 para superficies esféricas, lo que Gauss probaria
dos siglos mas tarde. Anteriormente a Harriot, Arquimedes (aprox. 250 a.C.) prob6 un caso
especial del teorema: El &rea de la superficie de una region de una esfera cortada por un plano
es igual al area de un circulo cuyo radio es la distancia desde el punto central de la region a la
frontera de la misma. Interpretando este resultado con el uso de integrales, se puede deducir
facilmente la célebre Formula de Gauss-Bonnet.

Sin duda alguna, Arquimedes se restringié a superficies esféricas en forma diferente a Harriot y
Gauss, ya que estos ultimos consideraban a geodésicas como frontera de la region. Como se ha
dicho anteriormente, este resultado fue extendido por Bonnet y para llegar a esta extension a

superficies compactas, entraran en juego algunas cuestiones topoldgicas.

Un poco de historia

El caso especial publicado por Gauss esta relacionado a una controversia historica acerca de la
posibilidad de demostrar el V Postulado de Euclides (aprox. 300 a.C.), conocido como el
Postulado de las Paralelas, del cual se sigue que la suma de los angulos interiores de cualquier
triangulo es 7.

Considerando las geodésicas como lineas rectas, es posible mostrar que las superficies de
curvatura constante negativa constituyen un modelo (local) de la Geometria Hiperbolica, donde
los postulados de Euclides se satisfacen, excepto el quinto. Esto fue probado en 1868 por
Beltrami, en su trabajo “Saggio di interpretazione della geometria non euclidea”.

El Dr. Luis A. Santal6 (1911-2001), en su libro “Geometrias no Euclidianas”, comenta que
habria sido muy deseable tener una superficie de curvatura constante negativa de extension
infinita la cual fuese un modelo de la Geometria Hiperbdlica, pero que Hilbert, en su memoria
“Ueber Flachen von Konstanter Gausscher Kriimmung” de 1901 demostré que tal superficie no
existe en R®. Posteriormente, en 1932, Bieberbach en “Eine singularititenfreire Flache
Konstanter negativer Kriimmung in Hilbertschen Raum” prob6 que existe en un espacio de

infinitas dimensiones.

2. El Teorema Local de Gauss-Bonnet

Comenzaremos con la version local del Teorema de Gauss - Bonnet (también conocida

como la Formula de Gauss-Bonnet). Para ello necesitaremos algunas definiciones y lemas.



Definicién 2.1.- Se dice que ScR® es una superficie regular si VpeS existe un entorno
Ve R’y una correspondencia x:U— VS, donde UcR? es un abierto, tal que x es
diferenciable, es un homeomorfismo y es regular [2].

Definicion 2.2.- Una curva parametrizada diferenciable o:1—>R’ se dice regular si
a'()#0 Vtel.

Nota 2.1.- Recordemos que una correspondencia continua «:[0,1]—> R’ es regular a trozos si
existe una particion 0=t, <t, <..<t, <t,,, = de [0, ] tal que & es diferenciable y regular en
cada [t,,t,,,] Vi=0,.,k. De ahora en mas, cuando trabajemos con una particion sera “la
minima posible”, es decir que tomaremos solo los puntos t; interiores donde se produzcan
irregularidades.

Definicién 2.3.- Sea «:[0,1]—S una correspondencia continua donde S es una superficie
regular. Decimos que la curva parametrizada o es una curva modelo si es cerrada, simple y
regular a trozos.

Definicion 2.4.- Los puntos «af(t,) y las trazas « ([t,,t,,,]) Vi=0,.,k, son llamados vértices y
arcos regulares de o respectivamente.

Nota 2.2.- Supongamos que la superficie S estd orientada, con lo cual queda perfectamente

definido el sentido del vector unitario normal N. Sea 22

, donde 0<|f;| <7, la determinacion
mas pequefia del angulo que va desde o (t;) hasta ;'(t;’) [3]. Ver Fig. 3.

Si |6,|# 7, le asignamos a 6, el signo del determinante (a'(t;),a'(t7) ,N).

Figura 3

Si |¢9i| =, elegimos el signo de &, de la siguiente manera: por la condiciéon de regularidad de

a, 3&>0 tal que el determinante (5‘(ti —e),&'(ti +8),ﬁ) no cambia de signo cuando

0<e<ég' ypor lo tanto le asignamos a 6, el signo de este determinante (ver Fig. 4).



N ](] o'(tite)

=]

a'(tite)
Oi=-m Di=n

Figura 4

Lema 2.1.- Sea x:UcR?* —Suna parametrizacion compatible [4] con la orientacion de S,
siendo U homeomorfico a un disco abierto en el plano. Sea a:[0,1]->x(U)cS una curva

modelo. Sean ¢, :[t,,t,,, ] >R funciones diferenciables, las cuales miden en cada t € [t,,t,,,]

12 Vil

_ _ k K
el angulo positivo que va desde x. hasta «'(t). Entonces, Z:((pi (t,)-o.(t)) +2‘9i =427

i=0 i=0
donde el signo positivo o negativo depende de la orientacion de « .
Demostracion: Se puede encontrar en el libro de H. Hopf: “Compositio Math 2 ” (1935) segun
lo refiere el libro de M. Do Carmo: “Differential Geometry of Curves and Surfaces”.
Definicién 2.5.- Sea S una superficie orientada. Una region R cS es llamada simple si es
homeomorfica a un disco y su frontera, contenida en dicha region, es la traza de una curva
modelo « .
Definicién 2.6.- Decimos que una curva modelo o :1—>$ esta positivamente orientada si para

todo a(t) con tel, la base ortogonal positiva {a'(t) , h(t)} satisface la condicion de que para
cualquier curva #:1— R (R region regular de S) con B(0)=a(t) y B'(0)#a'(t), el producto
escalar A'(0)xh(t)>0.

Observacion 2.1- Esto significa que si se camina sobre la curva a en la direccion positiva y

con la cabeza apuntando hacia N, la region R permanece a la izquierda. Se puede mostrar que

una de las dos orientaciones posibles de « la hacen positivamente orientada (ver Fig. 5).

I

Figura 5
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Lema 2.2.- Sea f una funcion diferenciable sobre una superficie S. Entonces,

J.J. f(u, vWEG - F2dudv no depende de la parametrizaciénx (definida como en el Lema 2.1),
|
x (R)

— 12 2 — —
Xu ,G:Xv yF:XuXXV.

donde E =

Demostracion: Se puede encontrar en el libro ya citado de M. Do Carmo.

Observacion 2.2.- La integral del Lema 2.2, llamada integral de f sobre la region R, tiene un

significado geométrico y la representamos ” fdo.
R

Lema 2.3.- Sea x:U—S una parametrizacion ortogonal [5] de un entorno de una superficie

orientada Sy w= a(t)un campo diferenciable de vectores unitarios a lo largo de la curva
x=x(u(t) ,v(1)).

Entonces, [6] {D—W}

l(dVEd_u
dt

=21/]5G St Y dt

X hasta w en la orientacion dada.

j+(:1—(tp donde @=¢(t) es el angulo que va desde

Demostracion: Se puede ver en el libro de M. Do Carmo.
Teorema Local de Gauss-Bonnet.- Sea x:U—S una parametrizacién ortogonal de una
superficie orientada S donde U es homeomorfico a un disco abierto y X es compatible con la

orientacion de S. Sean R < x(U) una region simple de Sy a:1->S una curva positivamente
orientada, parametrizada por longitud de arco s tal que la frontera de R es E(I). Sean
E(so),a(sl),...,a(sk) y 6,,6,,.,0, los vértices y angulos externos de a respectivamente.

Entonces,

1

T

k S
=0 g

k,(s)ds + ”Kda + Zklei =27
R i=0

i
donde k, es la curvatura geodésica de los arcos regulares de a y K es la curvatura gaussiana
de S.

Demostracion: Sea u=u(s) y v=v(s) la expresion de a enla parametrizacion X.

Usando el Lema 2.3, tenemos que

k=G, ¥ g W),
2+EG ds ds ds

donde ¢, =¢,(s) Vi=0,...k esladel Lema 2.1.



Integrando la expresion anterior en cada intervalo [s;,s;,;] y sumando los resultados

obtenemos:

k Sitl k Sitl E k Sm
g1 e £

Si

Convengamos que E(sk+1 )= E(so) .

Usando el Teorema de Green [7], se sigue que:

S;

S s = 1 5 (e Joor - 2T s

Sl

Dado que la parametrizacion X es ortogonal, de la Formula de Gauss para F = 0 [8], sabemos

que:

” {ZMJ (zjﬁj} =- [[KJEG quav=- jKda

X (R)

Sit1

Jt 1 dS _z(q)l(swl) (/71(8 )) =+2r - Z@

Si

k
Por otro lado, por el Lema 2.1, tenemos Z
i=0

Como la curva « esta positivamente orientada, el signo de 2z es positivo y concluimos:

Sis1

ij (s)ds + IJKdG—i—ZQ =27,

Observacion 2.3.- La restriccion de que la region R esté contenida en el conjunto imagen de
una parametrizacion ortogonal es necesaria solamente para simplificar la demostracion. Como
veremos luego (Corolario 1) el resultado anterior sigue valiendo para cualquier region simple
de una superficie regular.

Observacion 2.4.- La Formula de Gauss-Bonnet no involucra ninguna parametrizacion

particular.

3. El Teorema Global de Gauss-Bonnet

Para extender el Teorema de Gauss-Bonnet necesitamos algunos conceptos previos.

Definicion 3.1.- Sea S una superficie regular. Una region R S se dice regular si es compacta
y su frontera es la union finita de curvas modelo, las cuales no se intersecan.

Nota 3.1.- Por conveniencia, consideraremos una superficie compacta como una region regular,

cuya frontera es vacia.



Definicion 3.2.- Una region simple que tiene solo tres vértices con angulos exteriores no nulos
se llama tridngulo.
Definicion 3.3.- Una triangularizacion de una region regular R es una familia finita 3 de

triangulos T, coni=1,2,....,n tal que:

)} LHJTi =R;
i=1

i) T, NT;#Q con i#j= T,NT,; es unlado en cominde T, yT;, o bien, es un vértice
encomunde T; yT;.

Definicion 3.4.- Dada una triangularizacion 3 de una region regular R, llamamos T al numero
de triangulos, L al nimero de lados y V al numero de vértices de la triangularizacion. El
nimero y=T-L+V es llamado la caracteristica de Euler-Poincaré [9] de 1la
triangularizacion 3.

Las siguientes proposiciones son presentadas sin demostracion.

Proposicion 3.1.- Toda region regular admite una triangularizacion.

Proposicion 3.2.- Sean S una superficie orientada, {; ;}; una familia de parametrizaciones
compatible con la orientacion de S y RcS una region regular. Luego, existe una

triangularizacion 3 de R tal que todo triangulo TeJ estd contenido en algin entorno

correspondiente a la familia {;g}g. Ademas, si la frontera de cada tridngulo de I estad

positivamente orientada, entonces triangulos adyacentes determinan orientaciones positivas
opuestas en el lado comun.
Proposicion 3.3.- Sean R una region regular de una superficie orientada S, f una funcion

~

diferenciable sobre S y 3 una triangularizacion de R tal que todo tridngulo T,e 3 con

j = 1,2,...k esta contenido en algun entorno ;j(Uj) de una familia de parametrizaciones

— k
{x 3}; compatible con la orientacion de S. Entonces, Z ”f(uj,vj) E G, -sz du; dv; no

o1 —1
LTI

depende de la triangularizacion 3 ni de la familia {x;} de parametrizaciones de S.
Observacion 3.1.- Véase la analogia entre la Proposicion 3.3 y el Lema 2.2.

Proposicion 3.4.- Si R es una region regular entonces la caracteristica de Euler-Poincaré no
depende de la triangularizacion de R. Por lo tanto, la denotaremos por y(R).

Observacion 3.2.- De acuerdo a la Proposicion 3.4, la caracteristica de Euler-Poincaré es un

invariante topolégico de la region R.



Nota 3.2.- Toda superficie compacta S R’ puede ser considerada como una esfera con una
cierta cantidad de mangos. El nimero de mangos es llamado el género geométrico de S y lo

denotaremos por g (ver Fig. 6).

N

. Esfera con 1 mango  Esfera con 2 mangos
Esfera

1-Toro

Figura 6

Tomando distintas triangularizaciones, se puede ver que la caracteristica de Euler-Poincaré de

la esfera es y =2, que la del 1-toro (esfera con un mango) es y =0, que la del 2-toro (esfera

con dos mangos) es y =—2 y en general para el g-toro (esfera con g mangos) es y =2(1-g), de

donde se deduce que el género geométricode S es g= 2_—;(

Un argumento valido para esta generalizacion se encuentra en el libro de R. Millman & G.
Parker: “Elements of Differential Geometry”.
De lo anterior, podemos concluir que si S y S’ son superficies compactas tales que
x(S)= x(S'") entonces son homeomorficas. Ahora estamos en condiciones de demostrar:
Teorema Global de Gauss-Bonnet.- Sean R una region regular de una superficie orientada S,
C, Vi=l,..,n curvas modelo positivamente orientadas las cuales forman la frontera de R y
0,,0,,...,0, los angulos exteriores de las curvas C,. Entonces,

n p

ijg(s)ds +”Kdo- +>'6, =27 4(R)

i=l ¢, R i=1
donde s designa la longitud de arco de C. y la integral sobre C. significa la suma de las
integrales en cada arco regular de C,.

Demostracion: Consideremos una triangularizacion 3 de la region R, dada por la Proposicion

3.2 (ver Fig. 7).

Figura7

-8-



Aplicando el Teorema Local de Gauss-Bonnet a cada tridngulo T,e 3 con j =1,2,....T,

sumando los resultados, usando la Proposicion 3.3 y teniendo en cuenta que cada lado

“interior” es recorrido dos veces en orientaciones opuestas, obtenemos:
n T,3
ijg(s)ds +ﬂKda +>6, =27T
i=l ¢, R i k=1

donde 6,,,0,,,0;, son los angulos exteriores del triangulo T, € 3.

Sean ¢, =7z -0, los angulos interiores de cada triangulo T;. Entonces,

.3 .3 .3 1.3
Zgjk = zﬂ'_ zwjk =37T - z%k .

Jo k=1 Jr k=1 Jr k=1 j. k=l

~

Denotaremos L, al nimero de lados exteriores de J; L, al nimero de lados interiores de 3J;
V. al nimero de vértices exteriores de I y V, al nimero de vértices interiores de 3.
Dado que las curvas C, son cerradas, L, =V,. Ademdas se demuestra que 3T=2L, +L, y

relaciondndolo con la igualdad anterior obtenemos que

T,3 T,3
Zij =2zrL,+7L, - Z(pjk .

k=1 j. k=l
Observemos que los vértices exteriores pueden ser vértices de alguna curva C,, o bien vértices
introducidos por la triangularizacion. Establecemos V, =V, +V,,, donde V,, es el nimero de
vértices de las curvas C; y V,, es el nimero de vértices exteriores de la triangularizacion que
no son vértices de ninguna curva C; .

Dado que la suma de los angulos alrededor de cada vértice interior es 2z, obtenemos:
T,3 p
D0, =27L;+xL, -2V, ~7Vy - Y (-0).
Jk=1 i=l

Sumando y restando z L, a la expresion anterior y teniendo en cuenta que L, =V,, obtenemos

que

T,3 p p

>0y =2xL,+2xL, =22V, =aV, ~xVy 7V + .60, =27L-27V+ ) 6,

j k=1 i=1 i=1
donde L=L, +L,y V=V, +V, son el nimero de lados y vértices de I respectivamente.
Finalmente, concluimos que

n P
ijg(s)ds +”Kdo- +36, =22(T-L+V) =27 (R) ™
i=l1 G R i=1

Veamos algunas consecuencias directas que se deducen a partir de este resultado.



Dado que una region simple R S tiene caracteristica y(R)=1, tenemos que:

Sigl

k k
Corolario 1.- Si R es una region simple de S entonces z jkg(s)ds + ”K do + Zei =2r.
i=l R i=0

Considerando la Nota 3.1 obtenemos que:

Corolario 2.- Sea S una superficie compacta orientable entonces J. Kdo =27 x(S).
S

Nota 3.3.- Por la Nota 3.2 sabemos que toda superficie puede ser considerada como una esfera
con una cierta cantidad de mangos y que superficies homeomorficas tienen la misma

caracteristica de Euler-Poincaré. La importancia del Corolario 2 se debe a que la integral

J J.K do varia solamente segun la cantidad de mangos de la esfera.
S

4. Aplicaciones

4.1. Una superficie compacta de curvatura positiva es homeomorfica a una esfera.

La caracteristica de Euler-Poincaré de una tal superficie es positiva y la esfera es la unica
superficie compacta de R® que satisface esta condicion.

4.2. Sea S una superficie orientable de curvatura K<0. Luego, dos geodésicas I, y T, que
comienzan en un punto peS no pueden volver a encontrarse en un punto geS de tal manera

que las trazas de T, y T, constituyan la frontera de una region simple R < S.

Supongamos que ocurre lo contrario. Por el Corolario 1, ”KdoJr 6,+ 6, = 2z donde 6, y
R

6, son los angulos exteriores de la region R. Dado que las geodésicas I}, y I, no pueden ser

mutuamente tangentes, tenemos que ¢, <z coni=1, 2.

Como por hipotesis K <0, esto implica que ”Kda < 0, pero por lo anterior ”Kda >0, lo
R R

cual nos lleva a una contradiccion.

Cuando 6,= 6, = 0, las trazas de las geodésicas I} y I, constituyen una sola geodésica

cerrada simple de S. Se sigue que sobre una superficie de curvatura K<0, no existe una
geodésica simple cerrada que sea frontera de una region simple cerrada R < S.

4.3. Sea S una superficie homeomorfica a un cilindro con curvatura K < 0. Entonces S contiene
a lo mas una geodésica simple cerrada.

Supongamos que S contiene una geodésica simple cerrada I'. Por la Aplicacion 4.2., y dado

que existe un homeomorfismo ¢ de S con un plano @ menos un punto qe a, @(I') es la

-10-



frontera de una region simple de @ que contiene al punto q. Supongamos ahora que S contiene

otra geodésica simple cerrada I'’ tal que no se interseca con I'. Ademas los arcos de ¢(I') y
(') entre dos puntos de interseccion consecutivos, r, y r,, podrian ser la frontera de una
region simple, contradiciendo la Aplicacion 4.2 (ver Fig. 8).

N o)

Figura 8

Por el argumento anterior, ¢(I'’) es nuevamente la frontera de una region simple Rc o que
contiene a g, cuyo interior es homeomorfico a un cilindro.

Por lo tanto, y(R) =0y por el Teorema de Gauss-Bonnet, .[J.K do =27 y(R) =0, lo cual es

o' (R)
una contradiccion por ser K < 0.
4.4. Si existen dos geodésicas simples cerradas T, y T, sobre una superficie compacta S de
curvatura K> O entonces T, nT', # .
Por la Aplicacion 4.1, S es homeomorfica a una esfera. Si I} y T, no se intersecan, entonces el
conjunto formado por estas geodésicas es la frontera de una region R, cuya caracteristica de

Euler-Poincaré es y(R)=0.

Por el Teorema de Gauss-Bonnet, ”K do =0, lo cual es una contradiccion ya que K > 0.
R

4.5. Sea Tun tridngulo geodésico sobre una superficie orientada S. Sean 6,, 6, y 6, los

angulos exterioresde Ty ¢, =7 -6, coni=1, 2, 3, sus angulos interiores.

3
Sesigue que: i) K=0= > ¢, =r;

i=1

3
i) K<0= ) g <r;

i=l1

3
i K>0 :>Z(pi>7r.

i=1

Por el Corolario 1, ”K dcr+Z3:c9i =2r.
T i=1

-11-



3 3
Por lo tanto, J.J' Kdo= 27 -Y (r-¢) = -7+) ¢, de donde se sigue el enunciado (ver
T i=1

i=1

analogia de iii) con la Introduccion).

4.6. El Teorema de Poincaré: La suma de los indices de un campo vectorial diferenciable v

con puntos singulares aislados sobre una superficie compacta S es la caracteristica de Euler-

Poincaré de S. Esto es, Zk: I, = (S) donde 1, es el indice de v en un punto singular aislado
i=1

p, € S.

Este resultado se puede ver en detalle en el libro de M. Do Carmo.

4.7. Aplicaciones en la Fisica.

Dentro de esta disciplina y en relacién a la distribucion de la materia y la energia en el

Universo, las fuerzas pueden ser consideradas como curvaturas. Esto permite aplicar el

Teorema de Gauss-Bonnet en la demostracion de distintos resultados fisicos.

Por ejemplo, entre una serie de teoremas acerca de singularidades y agujeros negros en el

espacio — tiempo curvo de la Teoria de la Relatividad de Einstein [10], en el libro de Hawking-

Ellis: “The large scale structure of space-time”, se utiliza el Teorema de Gauss-Bonnet para

demostrar la Proposicion 9.3.2 de dicha obra.

También, en el libro editado por A. Held: “General Relativity and Gravitation” puede verse el

articulo “The Positive Mass Conjeture” de Dieter R Brill - Pong Soo Jang donde se aplica el

Teorema de Gauss-Bonnet.

Por otra parte, generalizaciones del Teorema han sido aplicadas a supervariedades

diferenciables que se utilizan en la Teoria de la Supergravedad, esto se puede ver en el articulo

“From Gravity to Supergravity” de S. Deser, que figura en el mismo libro de A. Held.

5. Comentarios Finales

Uno de los hechos mas importantes del Teorema es que pone en evidencia una relacion notable
entre la topologia de una superficie compacta y la integral de su curvatura, quedando
intimamente ligadas la Topologia y la Geometria. Esto es tan s6lo un ejemplo mas de las
multiples interrelaciones existentes entre las distintas areas de la matematica, ya que ninguna de
ellas permanece aislada.

Otro rasgo trascendente es la evolucion del Teorema de Thales para superficies de curvatura

cero al caso especial publicado por Gauss para tridngulos geodésicos, y de este ltimo al
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Teorema de Gauss-Bonnet. Este pasaje de un resultado particular a uno general es en cierto

modo la fortaleza de la Matematica.

6. Breve Resefa Biografica

JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS naci6 el 30 de abril de 1777 en
Brunswick, Ducado de Brunswick (actualmente Alemania). Fue Director del
Observatorio Astronomico de Gottinga, desde 1807 hasta su muerte. Es uno de

los cientificos mas grande de la historia; combina en su obra la fertilidad y la

especial originalidad de los matematicos del siglo XVIII con el espiritu critico
de los tiempos modernos. Sus campos de actividad se extienden desde la teoria de nimeros a
las funciones de variable compleja, y desde la mecanica celeste al telégrafo eléctrico, del cual
es uno de los inventores. Uno de sus intereses fundamentales fue la Geometria Diferencial y
publicd varios trabajos en este topico. Su obra fundamental escrita en latin, como la mayoria de
sus trabajos, sobre la teoria de superficies fue “Disquisitiones generales circa superficies
curvas” de 1828 en el cual se encontraba el famoso Teorema Egregio. Gauss publicé otros
trabajos sobre cuestiones de geometria, pero mantuvo inéditas algunas de sus ideas mas
atrevidas, en especial las referentes a la geometria no euclideana. Parece ser que ¢l fue el
primero en creer en la independencia del postulado de las paralelas, de manera que aceptaba la
posibilidad l6gica de una geometria en la que este postulado fuese sustituido por otro. Creia que
la verdadera geometria del espacio podria determinarse por medio de experimentos, con lo que
se oponia a uno de los principios fundamentales de la filosofia kantiana que prevalecia en su

tiempo. Murio el 23 de febrero de 1855 en Gottinga, Hanover (actualmente Alemania).

PIERRE OSSIAN BONNET nacio el 22 de diciembre de 1819 en
* g‘% Montpellier, Francia. Entre sus dos publicaciones sobre la convergencia de
= series a términos positivos habia empezado su trabajo en el area de la

Geometria Diferencial en 1844, donde hizo un importante aporte. Una de sus

mayores contribuciones fue introducir la nocion de curvatura geodésica.

Ademas publico sobre cartografia, algebra, mecanica racional y fisica. Muri6 el 22 de junio de

1892 en Paris, Francia.

7. Notas

[1] Thales de Mileto (aprox. 585 a.C.)
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[2]Vqe U, el diferencial dxq : R* - R’es biyectivo
[3] a'(t; )#0 y o'(t; ) # 0 por la condicién de regularidad de o

[4] El sentido del vector xy A xy es igual al sentido del vector normal a la superficie S.

[5] FZguxgv:O

D . . —
[6] Denotamos por {dﬂ a la derivada covariante de w respecto a t

[7] George Green (1793-1841)

-1 E G
81K = v + u
18] 2-/EG {«/EG JV («/E Ju}
[9] Leonhard Euler (1707-1783) - Jules-Henri Poincaré (1854-1912)
[10] Albert Einstein (1879-1955)
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