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Prefacio

Estas son las notas de un pequeno curso de cuatro clases dictado en la
Universidad Nacional de Rosario de introduccion a la Computacion Cuéntica,
realizado entre Mayo y Junio de 2005.

La intencién de estas notas es que sirvan como una primera referencia
para matematicos y cientistas de la computacion a este facinante mundo. Bajo
ninguna circunstancia puede considerarse a estas notas como algo completo,
solo pretenden ayudar a dar los primeros pasos.
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Capitulo 1

ler dia

1.1. Brevisima introduccion

1.1.1. El porqué de la computaciéon cuantica

La computacion cuantica es un paradigma de computaciéon distinto al
de la computacion clasica.

Se basa en el uso de qubits en lugar de bits, y da lugar a nuevas puertas
logicas que hacen posibles nuevos algoritmos.

Una misma tarea puede tener diferente complejidad en computacion
clasica y en computacion cuantica, lo que ha dado lugar a una gran expecta-
cion, ya que algunos problemas intratables pasan a ser tratables.

1.1.2. Un poco de historia

1936 Alan Turing inventa la MT para demostrar que existian problemas ma-
tematicos que no eran computables.

Ley de Moore = Disminucién en tamano, mayor poder de computo. Sin em-
bargo, los problemas que requieren recursos exponenciales siguen cau-
sando problemas.

1982 Richard Feynman sugiere que simular sistemas cuanticos necesariamen-
te requiere recursos exponenciales. Sin embargo la naturaleza es capaz
de simularlo de manera eficiente!
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1985 David Deutsch describe el primer modelo para una Quantum Turing
Machine basada en la utilizacion de datos y control cuanticos.

1993 Charles Bennett y otros cientificos de IBM disenaron el experimento de
Teleportacion.

1994 Peter Shor describe un algoritmo cuantico para factorizar niimeros que
es exponencialmente mas rapido que cualquier algoritmo cléasico conoci-
do. El potencial de ese algoritmo atrajo mucha inversion de entes esta-
tales y privados.

1996 Lov K. Grover crea un algoritmo capaz de hacer biisquedas sobre datos
desordenados con un orden de complejidad O(n), obteniendo asi una
aceleracion cuadratica para la buiisqueda.

1998 Isaac Chuang dirige el grupo de Berkeley que desarrolla la primera
computadora cuantica de 1 qubit.

2001 Un grupo de IBM desarrolla una computadora cuéntica capaz de con-
trolar 7 qubits, con ella prueban el algoritmo de Shor factorizando el
nimero 15.

1.2. Espacio de Hilbert

1.2.1. Espacio pre-Hilbert

Definicién 1 Sea E un espacio lineal sobre K. Un producto interno definido
sobre E es una aplicacion (,) : E x E — K que verifica ser:

s Definida positiva:
(x,z) > 0,Vx € F y (z,2) =0 2 =0g

n Lineal por derecha:
(2, A\r + py) = Mz, 2) + p(z,9),Vo,y, 2 € B,V pe K

= Antilineal por izquierda:
Az + py, 2) = Mz, 2) + iy, 2),Vo,y, 2 € B,V p e K
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s Hermitica:
(r,y) = (y,2),Vo,y € E

Definicién 2 Un espacio pre-Hilbert es Un espacio lineal sobre K con pro-
ducto interno.

Nota 1 Todo espacio pre-Hilbert es un espacio lineal normado con la norma
2]l = v/ {z, z)

1.2.2. Espacio de Hilbert

Definicién 3 Sea X,, una sucesion de vectores del espacio V.

Si | Xn — Xl — 0 cuando n,m — oo, entonces la sucesion X,, es una
sucesion de Cauchy.

O lo que es lo mismo: si Ve > 0,IN € N/ sin,m > N, || X, — X,,|| < ¢
entonces la sucesion X, es una sucesion de Cauchy.

Nota 2 Fsto quiere decir que puedo hacer distar entre si los términos tan
POCO COMO quUiETa.

Nota 3 Toda sucesion convergente es de Cauchy, PERO NO A LA INVER-
SA.

Ejemplo 1 “Una sucesion de Cauchy no convergente”
Sea F' el espacio vectorial de funciones reales C[0,1] con producto interno
definido como:

(f.g) = / f(2)g(x)dz

Y sea la sucesion {f,} con

SiOSxﬁ%
fulz) = 1—(;5—%)71 si%<x<%+%
0 sij+i<e<l

{fn} es una sucesion de Cauchy, ya que

an - me2 = <fn — fms S — fm> -
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! %—i—mam{%,%
AL I | (fu = fu)(a) Po < &
0 =

2

Pero {f,} no converge, ya que cuando n — oo, esta sucesion tiende a una
funcion discontinua (y el espacio F es el espacio de funciones continuas en

0,1]).

Definicion 4 V' es completo para la norma || - ||, si y sdlo si toda sucesion de
Cauchy converge.

Definicién 5 Un espacio pre-Hilbert completo en su norma se denomina es-
pacto de Hilbert.

1.3. Productos tensoriales

Definicién 6 FEl producto tensorial de dos matrices, P de orden n x m y @)
de orden k x [, se define como la matriz

@ .. pim@
PeQ= : :

ple pan

Definicion 7 En particular, tomando las matrices P de orden n x 1 y () de
orden k x 1, obtengo el producto tensorial entre vectores.

Ejemplo 2
q11
D11 :
qik
P®Q= '
q11
Dim :

qik
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Definicién 8 FEl producto tensorial de espacios vectoriales se define como
stque.

Sea By = {e;},i = 1,...,dim(E) una base de E, y By = {f;},7 =
1,...,dim(F) una base de F, entonces, el producto tensorial de By y By es
una nueva base, y el espacio generado por ella es el espacio E ® F'.

En simbolos: By ® By = By y £{B3} = EQ F.

por ejemplo: By = {vy,ve}, By = {uy,u1} entonces

Bs = {v; ® uq,v1 @ Ug, Vg @ Uy, Ve @ us}

1.3.1. Una propiedad del espacio £ ® F

Existen vectores de E ® F' que no son producto tensorial entre uno de E
y uno de F

Ejemplo 3

con o, 3 #0

R O o R

Demostracion:
Supongamos que existen dos vectores, tales que el producto tensorial es
wgual a v, entonces:

ac (6] ac = «

a c [ad | | O ad =
(b)®<d)_ e | =1 o ] T be=
bd 3 bd = 3

y este es un sistema que no tiene solucion.

1.4. Ejemplo de Notacién de Dirac

Definamos

0) =

|
VR
O =
~_
=
Il
VR
=)
~__
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Y ahora podemos considerar las combinaciones lineales de |0) y |1) de la
siguiente manera:

a|o>+ﬁ|1>=a(é)+ﬂ((1)):<g)

Entonces, podemos escribir cualquier vector columna de dos dimensiones
como una combinacion lineal de |0) y |1)
En general, puedo definir cosas como

+) = 5(0) + 1)) = ( 2 ) =) = 5510y - 1) = ( A )

V2 V2

y como estos son dos vectores ortogonales (por ende, forman una base),
ahora puedo escribir cualquier vector como combinacion lineal de [+) y |—).
Por ejemplo:

el 1 1
(§)=am+si=F@smi+a-ml-)



Capitulo 2

2do dia

2.1. Notacion de Dirac

Nota 4 Consideraremos de aqui en mds, excepto que se indique lo contrario,
el espacio complejo de dimension N, CV.

Definicién 9 Llamamos “Ket” a un vector de la forma

(€51

[¥) =

an
y “Bra” a un vector de la forma
(] =(af,...,ax)
donde o; € C y o denota el conjugado de a.
Nota 5 Ademads, |M\1)1 + Aate) = Ap [th1) + A2 |1a).
A partir de esta definicion, podemos llamar “braket” a la siguiente opera-

cion
I3

<¢‘¢>:(O‘T>“‘7Q*N> =aqeC
By
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Proposiciéon 1 La operacion braket define un producto interno en el espacio
de Hilbert CN

Demostracion:

Definida positiva:

() = Z ;> > 0
Lineal por derecha:

(V[A1d1 + Aaga) = A (¥|d1) + Ao ()| d2)

Antilineal por izquierda:

(AMth1 + Aatha|@) = AT (¥01|8) + A5 (o)

Hermitica:

{¥lg) = (ol¥)”

Definicion 10 Dado un conjunto B = {|u;)}n, se dice que B es una base
ortonormal de CV sii
(uiluz) = oy

Entonces, todo Ket |1)) se puede expresar como

N
= 2_ailw)
i=1

ademads, puedo decir que a; = (u;]1)) € C ya que

N
(i) = (u] Z% ) = > a; (wiluy) = a;
=1 SN——

Definicion 11 La base ortonormal B = {|u;) }§ cumple con la siguiente “con-

dicion de clausura” N
> fua) (wi =1
i=1
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<Z ;) <uz‘> ) = <Z ;) (uz\) (Z a; |uz>>

= Z a;j u;) u2|u] Zaz lu;) =

1,7=1

ya que

ademaés, a todo Bra (¢| lo puedo escribir como

N
= Z by (us|
=1

y se puede ver que b = (p|u;) € C ya que

= (0] [Z |us) <Ui|] =) {dlwi) (wil = b = (g|ws)
i=1 =1

I

De aqui en mas, nos referiremos solo a los vectores normalizados (con
norma 1) de CV, esto es

1= 0l = (W) = (Za w) (Zaz.|ui>>:

=1

Z asa; u]|ul Z la;|* =

i,7=1

2.2. Representacion de Operadores

Un operador A es una matriz de la forma

D i) (wl [ A D ) (wl | =
i=1 =

]_
———
I I
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Z|uz UZ‘A‘“J W—Z%qu (uy

i,j=1 1,5=1

entonces, los elementos de matriz de A son (oy;)n.
Veamos esto aplicando el operador A a un Ket |¢) cualquiera

Ay = <Zam\uz u]\> (Zakm):

i,j=1

Z agiar |[u;) u]|uk Z Q;;a; [u;)

i,9,k=1 1,j=1

entonces, las componentes del vector A |¢)) son

N
bz‘: E ozijaj
Jj=1

Viendo esto con la notacion matricial (en base canonica) tendremos:

ay
an
N
o1 . Q1N Zj:l ozljaj
N
ani e awy >N, anja,

Definicién 12 El “adjunto” de un operador A se nota por AT y se define de
la siguiente manera

(@l A )" = (] AT |¢)

Nota 6 Recordando que o;; = (u;| A|u;) las componentes de AT son

o = (us] Alug)" = (uif A" |u;)

J

0 sea: AT = (A")".
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Propiedades 1 Sean A y B operadores de CN, A € C y |¢) € CV
= (AD =4

(A+ B)' = At + Bt

s (AA)F = Al
= (AB)' = Bt A
= (Ag] = (g| AT

Definicion 13 Al operador P = |¢) (¢| se le llama “proyector” ya que pro-
yecta ortogonalmente un Ket |¢) cualquiera sobre el Ket |¢).
Veamos:

Ply) =10} {¢lv) = ¢ 19)

C]'E(C
Definicion 14 FEl operador A de dice “hermitico” si y sélo si A = Af

Nota 7 Si es hermitico, su diagonal debe ser real, ya que o;; = g = oy =
*
Q@

113

Definicién 15 FEl operador U se dice “unitario” si y solo si U'U = UUt =1,
o lo que es lo mismo AT = A™!

Propiedades 2 Para cualquier operador U unitario vale:

= U preserva el producto interno, esto es

UolUY) = (6| UL ) = (8]9)

1

n U~ es unitario.

w Si{|y) }n es base ortonormal, entonces {U |¢;)} N también lo es.
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Definicién 16 Un conjunto de matrices {M;}y, se dice que es un “operador
de medicion” si satisface

k
Z MM =1
=1

Un sistema representado por un Ket |¢)) puede evolucionar de dos maneras:

» Por la aplicacién de un operador unitario y hermitico U

U

[¢) — ¥)

) =Ulo)

= Por la aplicacion de un operador de medicion de la siguiente manera:
{ M},
6) I
) = M;9) para algin 1 <17 <k

(6| M;"M; | ¢)

No puedo saber qué M; se va a aplicar, sélo su probabilidad que viene
dada por la siguiente ley:

p(i) = (| M M; )
donde p(i) denota la probabilidad que se aplique la matriz M;

Ejemplo 4 Sea el siguiente operador medicion:

M=0y0l= (o o) sm=mwai=(g 1)

MyMy" + MM, = My+ My =1 . es un operador de medicion.

Sea ) = «|0) + B|1), entonces, la probabilidad de que en la medicion se
aplique My es

p(0) = (| Mo" My [v) = (™ (0] + B [1)) Mo(ax [0) + B[1))
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0) (0] 0) 0
_ 2 M * M * M 2 M o 2
= |a|® (0] My |0) +a7 B (0] My [1) +a8" (1] Mo |0) +[B]" (1] My |1) = |«
1 0 0 0

andlogamente
p(1) = (@] My My [0) = |5

Notemos que dado que el vector estd normalizado:

1= [af? +[8]* = p(0) + p(1)

Ahora veamos a qué evoluciona el sistema. Si se aplico My obtenemos el
sistema en el siguiente estado:
Vil Mgy VPOl

Notemos que este estado final estd normalizado, dado que

Andlogamente si se aplicé My obtenemos

Mily) B
p(1) |8 I

2.3. Qubit y qubits

Definicién 17 Un “qubit” o bit cudntico es un vector normalizado del espacio
de Hilbert C?

Si considero la base {|0) , 1)} de C?, cualquier qubit puede escribirse
[¥) = al0) +51)
con |a* + |62 = 1.

o o, . . . . N
Definicion 18 Un sistema de N-qubits serd un vector del espacio @);_, C*
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Nota 8 La base candnica del espacio @Y, C? es {|0...00),[0...01),...,

[T A1} = {19 }imo....2v 1

Un algoritmo cuantico consiste en la evolucion de un sistema representado
por N-qubits.

A los operadores unitarios hermiticos se les llama “compuertas cuinticas”.
Las méas importantes, por su utilidad en el diseno de algoritmos, son las si-
guientes:

s La transformacion H de Hadamard:

HO)= 5000 +0) (11
HIL) = 2oy — 1)) 40 H‘ﬂ(l —1)

La identidad I:

110) =|0) (10

7 |1> _ ‘1> donde: I = 01
= [a negacion X:

X |0) = |1) ' (01

P% |1> _ \O> donde: X = 10

El cambio de fase Z:

Z |0) = 10) (1 0
Z1) = —|1) donde: Z—(O _1)

La Controlled-Not CNOT':

CNOT |0z) = |0x)

CNOT |1z) = |1) ® X |z)

I 0
donde: C’NOT:(O X)

En particular, las matrices I, X, 1 XZ y Z son las llamadas “matrices de
Pauli”
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3.1. Teorema de No-Clonning

Teorema 1 No existe U, operador unitario y hermitico, tal que para algin
lo) € CN y V|yp) € CN se cumpla

U ) = [¢i)

Antes de proceder a demostrar este teorema, veamos una pequena propie-
dad del producto interno "Bra-Ket".

N N
(abled) =) " aje;y bid; = (alc)(bld) Va,b,c,d € CV

i=1 j=1

Ahora si estamos en condicién de hacer la demostracion.
Supongamos que existe la operacion U de la cual se habla en el teorema,
entonces, dados cualesquiera [1) , |¢) € CV tengo

Ulype) = [¢v9)

Ulop) = 99)

esto significa que
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(Up|Udp) = (Y1b|dg)
—_——— —\
1) (2)
Veamos

(1) = (Y| UV |9p) = (Ylop) = WI(DH\@@Z (¢]9)

por otro lado

(2) = (Wl od) = (V]) (¥]d) = (V]8)”
s (Y]8) = (B|)? = (W]g) = 0 6(v|e) = 1

No puede ser 0 ya que [1)) y |¢) son dos Kets cualesquiera y si es 1 significa
que son iguales.

3.2. Estados de Bell

Sea el siguiente circuito cuéntico
) —{H]——

ly) ———b—

Veamos qué sucede con cada posible entrada.

ﬂmy

= |00)
H(1) 1 1
00) "~ =5 (10) + 1) [0) = = (00} +[10))
CNOT(1,2) 1 B
L 5 (100) + 1) = foo
= |01)
H(1) 1 1
01— 10+ )M = 5 (01) + 1))
CNOT(1,2)

5 (101) +[10)) = o

—
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- 10)
H(l) 1 _i _
10 " = 0y = 1) 10) = = (100} - o))
CNOT(1,2) 1 B
P (00) ~ 1) = B
. |11)
iy UL g0 “ iy = L ony — i)

V2
CNOT(1,2) 1
— V2

A estos cuatro estados se les llama “Estados de Bell”, los cuales son estados
entangled de C*.

A los estados entangled también se les llama estados EPR debido a la
paradoja planteada por Einstein, Podolsky y Rosen[4] la cual dice que si tengo
un par entangled, por mas lejano que tenga un qubit del otro, al efectuar una
medicion sobre uno de ellos, el otro qubit también colapsara.

Esto se puede apreciar mejor con un pequeno ejemplo.

V2
(101) = [10)) = Bu

Ejemplo 5 Sea el conjunto de matrices M = { My, My} donde
My = |0) (0]
My = 1) (1]

por la condicion de clausura de las bases (tomando en cuenta la base candnica

de C?), se cumple
1 1
IR S
i=0 =0

“. el conjunto M es un operador de medicion.

Apliquemos este operador al primer qubit del estado (Byy y veamos los re-
sultados posibles. Si se aplica My (el cual lo expresamos como Mo® I para que
se aplique My al primer qubit y la identidad al sequndo), el estado resultante

serd
(Mo ® I)Boo
p(0)
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(100) (00] + [01) {01]) 5 (|00) + [11))
\/%(@0\ + (11])(|00) (00| + |01) (01])75(|00) + [11))

_ Al ooy
\/ 1(00]00)(00]00)

Andlogamente, si se aplica My al primer qubit obtendré |11)

Nota 9 Notemos que Boo = (X @ 1)fon = (Z @ I)B1o = (XZ & )P

3.3. Codificacién Superdensa

El objetivo de esta técnica es transmitir 2 bits clasicos enviando tan so6lo
1 qubit.

Los pasos a seguir por el emisor (a quien llamaremos “Alice”) y el receptor
(a quien llamaremos “Bob”) son los siguientes.

Paso 1. Alice y Bob preparan un estado (.
Paso 2. Alice se queda con el primer qubit del par y Bob se lleva el segundo.

Paso 3. Alice aplica una transformacién a su qubit, de acuerdo a los bits que
quiere enviar, siguiendo la siguiente tabla

Bits a enviar | Compuerta a aplicar
00 1
01 X
10 Z
11 ZX

Paso 4. Alice envia su qubit a Bob.
Paso 5. Bob aplica CNOT a los dos elementos del par.
Paso 6. Bob Aplica Hadamard al primer qubit.

Paso 7. Bob realiza una medicion.
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El circuito completo queda de la siguiente manera

|z Xt 1)
Boo |

|

Ejemplo 6 Supongamos que queremos enviar los bits 11, entonces aplicamos

(ZX@[) (1,500

(ZX@1)Bo = (Z&1) (X ®I)Boo)

—(Z&]) <(X ® 1)%(\0@ + \11>))

:w®n(i4m»+m»):i+4mwwm»:ml

V2 V2

El resto del circuito (a partir de la linea punteada vertical) es el circuito
inverso al de Bell, por lo tanto, al final de la medicion obtendré el estado |11).
Para enviar cualquier otro par de bits se realiza un desarrollo andlogo.

Notar que la aplicacion de la compuerta Z" X% cambia el estado By a

61)11)2 .

3.4. Teleportacion Cuantica

El objetivo de esta técnica es transmitir un qubit mediante el envio de dos
bits clasicos.
Los pasos a seguir por Alice y Bob son los siguientes.

Paso 1. Alice y Bob preparan un estado Fy.
Paso 2. Alice se queda con el primer qubit del par y Bob se lleva el segundo.

Paso 3. Alice aplica CNOT entre el qubit a transmitir y el primero del par
Boo-
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Paso 4. Alice aplica Hadamard al primero de sus dos qubits, luego realiza
una medicion sobre ambos y envio el resultado de la medicion (2 bits
clasicos) a Bob.

Paso 5. Bob aplica una transformaciéon sobre su qubit, de acuerdo a los bits
recibidos, basandose en la siguiente tabla

Bits recibidos | Compuerta a aplicar
00 1
01 X
10 A
11 ZX

El circuito completo queda de la siguiente manera
1) — J
o A—

Boo

[ 71 xb2 )

donde [¢)) es el qubit a teleportar.
Veamos, sea [10) = a|0) + (1), entonces

1

|w>®ﬂoo:<a|o>+ﬂ|1>>(ﬂ

(100) + \11>>)

= L @10y (00 + 111)) + 811 (J00) + 11))

V2
CNOT(1,2) 1
P2 a0y (100) + 1) + 811) (10) + o1y
H1) 1 ( 1 1
W (aﬁ(\m #1)(00) + 1))+ 55(10) = [D)(110) + |01>>)
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[100) (er|0) + 5 [1))
+101) (e [1) + 510))
+[10) («]0) = 5[1))
+[11) («[1) = 510))]

N —

=5 3 b (X 27) )

b1b2=0

Por lo tanto, aplicando Z% X®* Bob obtendr4 el estado original [¢)).

Nota 10 Si a la compuerta — 71 X2 — quiero escribirla como dos com-

puertas, debo hacerlo como —{XIB — 7b1 }7, ya que primero se aplicard la

matriz X y luego Z.

3.5. Paralelismo Cuantico

Consideremos una funcion f: {0,1} — {0, 1}. Si en una computadora cla-
sica quiero evaluar esta funcion. debo hacer el calculo para todas las entradas
posibles (f(0) y f(1), en este caso).

Consideremos ahora una compuerta cuéntica U; de C* tal que

Uplz,y) = |z,y © f(z))

donde & simboliza la suma modulo 2.
Por la definicién anterior tenemos que

Uy, 0) = |z, f(x))

Ahora consideremos el siguiente circuito

0) —(HH T~

0,f(z 1,f(1
Uy o) = 10,£( ))\;%I fA)

10)
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Veamos
H(1) 1 _L
00) ﬁ(\0>+|1>)|0>—\/5(|00>+|10>)
U 1
o ﬁ(\O,f(UD + 11, f(1)))

La salida de este circuito me da un estado que es superposiciéon de todos
los resultados posibles de la aplicacion de la funcion f. En principio esta no
serfa una idea muy practica, ya que no puedo saber un valor particular de f.

3.5.1. Algoritmo de Deutsch

El objetivo de este algoritmo es saber si una funciéon es constante.
Representamos el algoritmo con el siguiente circuito

|0>U
f
1) —{H]
H(1,2) 1 1 IR TP
01) 5100 + 1) —5(10) = 1)) = [2) Z=(10) = 1)

donde |z) = %(\0) +11)).
Veamos qué sucede con la aplicacion de la compuerta Uy para cada una de
las posibilidades

i
V2
Uplo 1) = (10,18 (0)) + 11,18 (1))

Uy |z, 0) = —=(10, £(0)) +[1, f(1)))

por lo tanto

0ple) (221 ) = Zo0s0) = o 1) = 5 0k 0) = Ul 1)
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_ L (iuo, FO) L)) - 5

(% (10,16 FO) + 1,18 f<1>>>)

(10, £(0)) + |1, f(1)) = [0, 1@ f(0)) = [1, 1 & f(1)))

N =

Entonces, si f(0) # f(1)

(J00) + [11) — [01) — [10)) = + (‘O> - |1>) <\0> - \1>)

- NG NG

N | —

y si f(0) = f(1)

(|00) + |10) — [01) — [11)) = =+ <|0>\}L§\1>) (|0>\;§\1>)

Luego, aplico la iltima compuerta Hadamard y obtengo

si f0) 2 £ 1)y |

Por lo tanto, uniendo las salidas posibles tengo

==

1
2

H(1)

si s0) =10 1 x 10|

L 1(0) @ £(1)) [

Entonces, midiendo el primer qubit puedo saber si los valores de f son
iguales o distintos entre si.

Hasta aqui no obtuve demasiada “ganancia” con respecto a un algoritmo
clasico, ya que clasicamente me bastaba con 3 operaciones (evaluar la funcion
en las 2 entradas posibles y compararlas).

Veamos una modificacion a este algoritmo que nos dara la verdadera “ga-
nancia” con respecto a su contrapartida clasica.
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3.5.2. Algoritmo de Deutsch-Jotza

Este algoritmo es una generalizaciéon del anterior. Supongamos que tengo
una funcion f que toma n bits y devuelve 0 6 1 y quiero saber si es constante
o si devuelve 0 para la mitad de las entradas posibles y 1 para la otra mitad.

Consideremos el siguiente circuito

0) —{H
0) —{H -

B

La entrada de este algoritmo es [0)*™[1) = [0...01). Aplicando las n + 1
compuertas Hadamard sobre la entrada, obtengo

(5 (5 3, B

ze{0,1}m

Aqui la compuerta Uy serd una generalizacion del caso anterior y se com-
portara de la siguiente manera

Us|7,y) = |7,y @ f(T))

entonces

UrlT,0) = |z, (7))

Urlz, 1) = [z,1® f(T))

Por lo tanto

o %Pmkm] )

ze{0,1}n
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Lo
5£;Wwﬁ””% ¢§}

1
= Y == (Us[7.0) = Us[z,1)) =
Te{0,1}™ 2nH

Te{0,1}"
Notemos que
H[0) = —5(|0) + 1)) 1
V2 = Hly) == —1)¥* |2
iy = 5oy -y [ 7T =75 2 GV

por lo tanto

= 7 Y. DR

ze{0,1}"

donde Z-Z=x121 + ...+ Tp2,.
Ahora si, apliquemos las n compuertas Hadamard restantes

HL. e v (@)~ 11e 5@
SR DI P ST )

ze{0,1}m ze{0,1}n \/5
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_ =D 2) (@) —1e f(@)
B e

ze{0,1}m ze{0,1}"

Analicemos este resultado.

= Si f es constante

S (—1);E|5>(|0>\;§\1>)

ze{0,1}* ze{0,1}"

Y en los términos en que zZ = 0, los primeros n qubits son

0)®™
O

ze{0,1}n

27’L
— :tQ_n ‘0>®n -+ ‘0>®n

por lo tanto los términos en que Z # 0 se deberan anular por la condicion
de normalidad, quedando el resultado

lo que nos dice que si medimos los primeros n qubits obtendremos |O>® :

= Si f no es constante (50 % de las veces devuelve 0 y 50 % devuelve 1),
entonces para z =0

0" (1f@) —[1 & f@)) _
> ()

ze{0,1}"

> (010

ze{0,1}m

por lo tanto al realizar la medicion de los primeros n qubits obtendré
algo distinto de [0)*".

Conclusion: Si obtengo |0)*" a la salida de la medicion, la funcién es cons-
tante, en otro caso la funcion es balanceada.



Capitulo 4

4to dia

4.1. Algoritmo de Busqueda de Grover

4.1.1. Oraculo

Consideremos la compuerta Uy,
Urlz,b) = |z, b & f(z))
Si tomamos b = %(\m — 1)), entonces

Upla.b) = Uy |[2) —=(10) — [1))| = %

\/§ [Uf |£E,O> - Uf |£E, 1>]

1
(lz, f(z)) — |z, 1@ f(2))) = |z) E(‘xv f@)) =z, 1@ f(x)))

— (1)@ z,1)

b
V2

Notemos que Uy no modifica el estado b, por lo tanto podemos omitirlo y
referirnos a esta transformacion como

Ulz) = (1) |z)

a la cual se le llama “Oréaculo”.
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4.1.2. Inversién sobre el promedio

Sea el estado |¢) = \/127 Y>> |z). Definimos la transformacion “Inversion
ze{0,1}"

sobre el promedio” como G = 2|¢) (¢| — I. Entonces

1

Voo ) .
G=2lpol-1=2| ¢ | (smom)
: V2 V2 )
Vver / on
2
w1l o =
2 27 ol
_ 2n 2n 2n
2 2 2
o SRR il N A

Veamos como actiia G sobre un estado cualquiera. Consideremos el estado
) = > a.|z), entonces

ze{0,1}n
Qg
G ) :
a2n_1
Z 220;? ap
2% -1 2% ze{0,1}"
2 2
= = —1
on on o
ze{0,1}"
O sea,
G 2a,
DIAEICD Sl | (D i) R
z€{0,1}" z€{0,1}n ye{0,1}m
= Z (2A — ay) |z)
ze{0,1}m

donde A es el promedio de los a,.



4.1 Algoritmo de Btsqueda de Grover 29

4.1.3. El algoritmo

Partimos de una lista de tamano N. Supondremos, incrementando la lista
si es necesario, que N = 2" para algin n. Trabajaremos con los indices de los
elementos de la lista, es decir con x = 0...2" — 1 y queremos localizar el x
tal que f(zo) =1 para cierta funcién booleana f.

El input de nuestro circuito sera |0)*"

Paso 1: Aplicamos H®"

H®
0y Z = |¢1)

xE{O 1}n

Aqui tenemos todos los registros de la lista representados. La idea es subir
la probabilidad de que al medir este estado, obtengamos el elemento xg.

Paso 2: Aplicamos el oraculo

U 1
—1)/@ —

Paso 3: Hacemos una inversién sobre el promedio

(—1)/@ G
W)= D, ||l Y (A-a)l)
el

ze€{0,1}"

)
-2 X )|

z€{0,1}"

—1)/® 2(—1)/ (=) —1)/ (@)
-y |l S |- e
ze{0,1}n ve(o
Y#T
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(—1)7® 9 9on
- > |2 = GO ||
ze{0,1}" ye{&l}n 2ny2n Vo

Analicemos este resultado, el término donde x =z (f(z) = 1) queda

ye{0,1}7 2n\/27 2”\/27 ‘ 0> {2"\/27”( ) Qn\/Q_” | 0)
11#10
{2”+1+2"—4] 20}
p— - l’
ony/on 0

y los términos donde = # xy quedan

1 2(-1) 2-—2n
2 + + T
yE;}” 2n‘ /2n 2n, /2n 2n‘ /2n | 0>

YFATQ,YFT

ntl _on 4
[
2ny/2n

Como se puede apreciar, el proceso ha cambiado las amplitudes del estado,
pasando de todas las amplitudes iguales a un estado donde el resultado que
nos interesa tiene mayor amplitud que el resto.

Repitiendo este proceso (pasos 2 y 3) voy levantando la amplitud del estado
que queremos obtener tras la medicién. Pasado cierto niimero de repeticiones,
esa amplitud vuelve a decrecer (méas adelante veremos como calcular el niimero
optimo de repeticiones). Cuando la amplitud de xy es maxima realizamos una
medicion, obteniendo el estado xy con la maxima probabilidad.

Ejemplo

Supongamos que tenemos una lista de 16 elementos, de los que s6lo uno,
al cual denominaremos x, verifica la propiedad f(zy) = 1.
Construimos el estado |O>®4 y aplicamos H®* obteniendo,
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Inicialmente todas las amplitudes son iguales a i. Aplicamos el oraculo y

obtenemos )
D IR SN
z€{0,1}4

Luego, hacemos la inversion de promedio y la nueva amplitud de xq sera

22421 —4 11

—— = — =0,6875
24,/24 16
y para el resto de los x la amplitud sera
20 — 2% — 4
= i = 0,1875

24,/24 16

Si repetimos el proceso obtenemos

Repeticion | Amplitud de zy | Amplitud de x # z | Prob. de error
1 0.6875 0.1875 0.527
2 0.953125 0.078125 0.092
3 0.98046875 -0.05078125 0.039

Si seguimos iterando empieza a subir la probabilidad de error, por lo tanto
el nimero 6ptimo de iteraciones es 3 y tengo una probabilidad de error de
0,039.

4.1.4. Calculo del niimero 6ptimo de iteraciones

Luego de k iteraciones z tendra una amplitud b y el resto tendran todos
una amplitud my. Podemos escribir esto de la forma

ze{0,1}M
TF#x(

En cada iteracion se aplica U, el cual cambia el signo de by, y luego G, por
lo tanto se cumplen las siguientes ecuaciones recursivas

1
V2"

mozboz
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Me4+1 = 24; — my,
bpy1 = 2A; + by,

donde
(2” — 1)mk — bk
2n

Se puede demostrar por induccion que las formulas cerradas para estas

A =

recursiones son

my, = cos((2k + 1)y)

1
Vv2r —1
b = sen((2k + 1))

donde
2n —1
2n

86n67)=:\/g;

Para conseguir la minima probabilidad de error, debo minimizar |mg|. Y

cos(7) =

7@:0@4%+U7:g@k S

B 1
4y 2

Como k debe ser entero, tomamos
~ T
k=|—
{47J

~ 1
Notemos que |k — k| < 3 entonces

15 = @k + 1] = |2k + 1)y — 2k + 1] = 29(k - )| <

esto nos servird para calcular una cota de la probabilidad de error.
La probabilidad de error luego de k iteraciones es

(2" — 1) (my,)? = 0082((2/% +1)y) = senQ(g — (2/% + 1)) < sen®(y) = —
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.. La probabilidad obtener un resultado erroneo luego de k iteraciones sera

menor a —.
n

En el ejemplo anterior

b= |——| =3
dasen(y/ )
1
y la probabilidad de error es 0,039 < 91 = 0,0625.

4.2. Aplicaciones Criptograficas

4.2.1. One-time pad

Este es un método de criptografia clésica|5| que consiste en compartir
una secuencia de bits (clave) del largo del mensaje a transmitir y aplicar la
operacion (reversible) XOR para cifrar y descifrar. (Ver figura 4.1)

Figura 4.1: One-Time pad

Las claves deben ser 100 % secretas y no deben ser reutilizadas.
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El tinico problema es la predistribucion de claves por canales inseguros.
Para esto se usa el Criptosistema Cuantico de QKD-BB84 (Quantum Key
Distribution - Bennett, Brassard, 1984[6]).

4.2.2. Criptosistema Cuantico QKD-BB84

La idea es transmitir una clave binaria por un canal inseguro.
Para transmitir el bit 0, Alice (el emisor) puede elegir al azar la base

{]10),]1)} (a la que llamaremos esquema +) y considerar 0 = |0), o la base
{|=),]+)} (a la que llamaremos esquema x) y considerar 0 = |—). Andlo-
gamente al bit 1 lo codificamos como |1) en el esquema + o como |+) en el
esquema X.

Bob realizara una medicion sobre el estado recibido eligiendo al azar entre
el esquema + y el esquema Xx. (ver figura 4.2)

1 1> 1

(1) Alice esquema + esquema + Bob

i . A
(2 Alice esquema + > esquema x > Bob

Figura 4.2: Ejemplo: (1) Alice transmite un 1 codificado mediante el esquema
+ y Bob elije al azar el esquema + obteniendo un 1 (2) si Bob elige el esquema
X obtiene 0 6 1 con la misma probabilidad.

Veamos paso a paso como se realiza el proceso completo de intercambio de
claves.

Paso 1: Alice comienza a transmitir una secuencia aleatoria de 0 y 1 alter-
nando los esquemas + y X en forma aleatoria.

Paso 2: Bob recibe la secuencia y va alternando las mediciones entre los
esquemas + y X al azar.

Paso 3: Alice le transmite a Bob la sucesion de esquemas empleadas.
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Paso 4: Bob le informa a Alice en qué casos adiviné el esquema de origen.

Paso 5: Usando solamente los bits de los esquemas idénticos a dos puntas,
ambos han definido una sucesion aleatoria de bits que servird como one-
time pad de encriptacion para transmisiones futuras por cualquier canal.
(ver tabla 4.1)

Paso final: Alice y Bob intercambian hashes de las claves (en bloques) para
aceptarla o descartarla.

Cuadro 4.1: Definicion de la clave a partir de los esquemas utilizados.

Esquemas de Alice  x e X + X +
Valores de Alice  |—) 10) [0) |+) [—=) [0) |—=) |1)
Esquemas de Bob  + X 4+ X 4+ 4+ X X
Valores de Bob ~ |0) [+) [0) [|+) [1) [0) |—=) |-)
Coincidencias NV NV
0 1

Clave 0 0

Este protocolo es absolutamente inviolable. Supongamos que Cliff espia el
canal de comunicacion entre Alice y Bob e intenta recuperar la clave. Cliff
esta en la misma situacion que Bob y no conoce cual esquema es el correcto,
4+ o X. Por lo tanto elige al azar y se equivocard, en promedio, la mitad de
las veces.

En el paso 5 Alice y Bob se ponen de acuerdo en cudles valores tomar en
cuenta (las coincidencias de la secuencia de esquemas). Esta informacion no
le sirve de nada a CIliff porque solo en la mitad de las veces habra usado el
detector correcto, de manera que mal interpretara sus valores finales.

el potencial espionaje de CIliff:

Imaginemos que Alice envio un 0 con el esquema x (|—)), Cliff usa el es-
quema + forzando al qubit a definirse como [0) 6 |1). Si Bob usa el esquema
X y mide |—) coincide con lo enviado por Alice, pero si mide |+) Alice y Bob
descubriran esa discrepancia durante el intercambio de hashes, por lo tanto
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descartaran el bloque.

Nota: Este método es usado actualmente mediante la polarizacion de fo-
tones.
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