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Capitulo 1

Introduccion

Las redes neuronales profundas se conviertieron en la actualidad en una herramienta
fundamental para tratar con problemas que involucran grandes volimenes de datos,
asi estan reemplazando a técnicas clésicas en diversas aplicaciones, como clasificacion
de imagenes, reconocimiento de voz y procesamiento de lenguaje natural.

A pesar de su éxito, atin no se ha encontrado una explicaciéon matemética comple-
ta de su desempeno. Comprender tedricamente estas técnicas es clave para disenar
arquitecturas mas eficientes y garantizar su seguridad en aplicaciones criticas, como
pueden ser, la conducciéon auténoma y el diagnodstico médico. Un aspecto funda-
mental a explicar es el error de generalizacion, que mide la capacidad de una red,
entrenada con cierto conjunto de datos, para predecir correctamente datos que no
pertenecen a dicho conjunto. Su estudio se divide en un problema estadistico, de-
pendiente de las muestras, y un problema teérico de aproximacioén, independiente
de ellas.

El conocimiento sobre la capacidad de aproximacion de las redes neuronales es
especialmente relevante en la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales (PDEs)
mediante aprendizaje profundo, donde se han logrado avances significativos. Para
obtener estimaciones de error adecuadas, es crucial analizar la fidelidad de la apro-
ximacion en espacios de Lebesgue y normas tipo Sobolev.

Este trabajo estudia la capacidad de las redes neuronales profundas para expre-
sar, aproximar, funciones con regularidad Sobolev, incluyendo espacios fraccionarios,
analizando detalladamente las caracteristicas necesarias para asegurar una toleran-
cia prefijada de error independiente de la funcién que se desea aproximar.

La Tesis recorre parte del trabajo [6], completando los detalles de algunas de-
mostraciones.

1.1. Aspectos matematicos de Redes Neuronales pro-
fundas

Consideraremos redes con arquitectura feedforward que implementan una funcion
como una sucesion de transformaciones afines compuestas con una funcién no lineal,
llamada funcion de activacion. La longitud L de la sucesién es la cantidad de capas
de la red. En el caso de redes neuronales standard (que definiremos formalmente
més adelante) la entrada (o input) de una capa es la salida (u output) de la anterior.
Podemos denotar por Ny € N la dimension del espacio (cantidad de variables de
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Figura 1.1: Red neuronal (estdndar) con tres capas (dos capas ocultas) y 8 neuronas,
dimensiéon de entrada 2, dimension de salida 1

la funciéon a implementar) y por NN, la dimension del output de la l-esima capa,
l=1,...,L. Asi, si 0 : R — R es la funcién de activacion, 7j : RVi-1 — RM es la
transformacion afin de la capa [, el calculo en esa capa puede definirse por la funcién

fi s RNi-v 5 RN filx) = o(Ti(x))
paral=1...,L—1y
fr: RNt o RV fo(x) =Ty (x).

Aclaramos que la funciéon p se aplica componente a componente. Finalmente, la red
neuronal profunda implementa entonces la funcién

frofi_io---0fi: RN 5 RN,

Notemos que la funcién de activacion acttia en todas las capas salvo la tltima.
Los parametros que definen las transformaciones afines se llaman pesos. La suma
Zi:o N}, es la cantidad de neuronas dado que cada coordenada de la salida de f;
puede pensarse como una pequena unidad de célculo, similar a una neurona en el
cerebro. La complejidad de una red neuronal se mide por la cantidad de capas, pesos
y neuronas.

En la figura puede verse una representacion grafica de una red neuronal de
L = 3 capas (dos capas ocultas). En este caso la dimension de entrada es Ny = 2, la
dimension de salida N3 = 1 y tiene N; = 3 neuronas en la capa 1 y Ny = 4 neuronas
en la capa 2.

Consideraremos también arquitecturas mas generales que permiten conexiones
entre capas no vecinas, llamadas, skip connections. En estas, la entrada de una capa
consiste de la salida de todas las capas precedentes. Presentamos un ejemplo en
Figura[I.2]

Una de las funciones de activacion més usadas es la Rectified Linear Unit, ReLU,
definida por

p:R—R, p(x) = max{0,z}.

Esta Tesis, siguiendo el trabajo [6], se enfoca en redes ReLu con arquitectura feed-
forward y se permiten skip connections. Si bien la definicién de redes neuronales
es independiente de la funciéon de activacion, el uso de ReLLU es fundamental para

la obtencion de los resultados de esta Tesis. Por ejemplo, la funcién de activacion
ReLu permite realizar la funcion Identidad (ver Lema [2.2.2) y con esto definir la
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1.2. Expresividad de funciones en normas clasicas

Figura 1.2: Una red neuronal con skip connections. En azul, conexiones entre capas
no vecinas

concatenacion dispersa (ver Deﬁnicién y demostrar que toda funcion realizada
por una red neuronal puede realizarse por una red neuronal estandar de complejidad
similar (ver Lemma [2.3.1). Para la validez de la Proposicién también resulta
fundamental que o = p. Esta Proposicién afirma que la funcion 22 puede ser aproxi-
mada tanto como se quiera en norma W1°(0,1) por redes neuronales, y es el punto
de partida para la obtencion de los resultados de esta Tesis.

1.2. Expresividad de funciones en normas clasicas

Uno de los primeros resultados que aseguran que un espacio de funciones puede
aproximarse por redes neuronales es el Teorema de aproximacion universal que puede
encontrarse por ejemplo en [3]. Sea o : R — R una funcién continua. Decimos que

o es sigmoide si
1 sit— +o0
o(t) — {

0 sit— —o0

. Entonces podemos enunciar un teorema de aproximacion universal (ver [3, Teorema

).

Teorema 1.2.1. Sea o cualquier funcion sigmoide continua. Dada una funcion
f €C([0,1]%) y e > 0 existe una red neuronal ® con funcion de activacion o, con
dos capas, tal que

|f(z) — Ry (®)(2)| < ¢, vz € [0,1]%

En el mismo paper se demuestra un resultado similar para la aproximaciéon de
funciones en L'([0, 1]¢), con redes neuronales de dos capas y con funcién de activa-
cion medible, acotada y sigmoide, extendiendo la definicion de sigmoide a funciones
medibles (ver [3, Teorema 4]).

Estos resultados se generalizan en el paper [8]. Por un lado se consideran funcio-
nes de activacion no necesariamente de tipo sigmoide. Y por otro lado se considera
la aproximacion de funciones en espacios LP, 1 < p < oo Mas precisamente se sigue
de alli el siguiente resultado.
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Teorema 1.2.2. Sea o una funcion de acotada y no constante. Dada f € LP([0,1]9)
y € > 0 existe una red neuronal ® con funcion de activacion o y dos capas tal que

Hf - Ra((b)HLp([oJ]d) < €.

En el mismo paper se extiende el resultado anterior a la aproximacion de funcio-
nes continuas en norma || - || Lo (po,1j4y, agregando la hipétesis de continuidad sobre la
funcion de activacion (ver [8, Teorema 2|). También se prueba un teorema similar
de aproximacién de funciones C™([0,1]?) en normas de Sobolev W™P([0,1]%) con
funciones de activacion C™(R?) acotadas y no constantes (ver |8, Teorema 3]).

En [9] se presenta una generalizacién notable de Teoremas y [1.2.2 que
impone condiciones minimas sobre la funcién de activacion y contiene, como casos
especiales, practicamente todos los casos de funciones de activaciéon reportados en
la literatura.

Teorema 1.2.3. [, Teorema 1] Para todo compacto K C R, f € C(R?) y e > 0,
existe una red neuronal ® con dos capas tal que

1 = Bo(®)l| Lo (i) < &
sty solo si la funcion de activacion o no es un polinomio.

Notar que en los resultados mencionados, las redes neuronales tienen dos capas,
pero no hay una estimacion, o no se tiene control, de la cantidad de neuronas y
pesos de las redes. Uno de los primeros analisis de la complejidad necesaria para
obtener un grado de aproximacion se presenta en [13]. Se W™*°([0,1]¢) el espacio
de funciones que junto con sus derivadas hasta orden n estdn en L*°([0,1]%), con la
norma

||f||Wn,oo([071]d) = méax esssup | D f(x)].
alal<n z€[0,1]4
Alli se analiza la capacidad de redes neuronales para aproximar en norma ||-{| Lo (0,154
el conjunto de funciones

Foa={f W0, : || fllwnesqore < 1}

Teorema 1.2.4. ver [153, Teorema 1] Sean d,n € N y e > 0. Sea f € Fy,. Existe
una red neuronal ® con funcion de activacion ReLU tal que

1f = Bo (@)l Loe oy < &

con cantidad de capas de a lo sumo c(log(1/¢) +1) y a lo sumo ce=¥"(log(1/¢) +1)
neuronas y pesos, siendo ¢ = c(n,d).

En realidad [I3] Teorema 1| contiene un resultado mas fuerte, afirmando que
dada la tolerancia ¢ existe una arquitectura de red neuronal con la complejidad
enunciada tal que toda funcién en Fj,, puede aproximarse por una red neuronal con
dicha arquitectura con error menor que € (ver Definicion de Arquitectura).

En esta Tesis, siguiendo el trabajo [6], nos interesa la aproximacion simultanea
de la funcion y sus derivadas de orden < 1 (que pueden ser de orden fraccionario).
Asi se extiende el resultado del Teorema al caso en que la aproximacion se
mide en la norma W*P((0,1)%) con s € (0,1) y 1 < p < co. Especiificamente:
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1.3. El curso (o la maldicion) de la dimension

= Cotas superiores de complejidad. Para funciones W™?((0,1)¢) con norma < 1,
en Teorema se demuestra que se puede obtener una aproximacién con
tolerancia € en norma W*?((0,1)¢) por redes neuronales ReLU con a lo sumo
clog(e™™/("=9)) capas y a lo sumo ce~% (=) log(s~"/("~%)) neuronas y pesos.

» Trade-off. Como en aproximaciones con otros métodos clasicos, vemos que
existe un compromiso entre la regularidad n de las funciones a aproximar y
la regularidad s de la norma de aproximacién. Para asegurar una tolerancia
de € en norma s para una funciéon con regularidad n, la complejidad de la
red involucra potencias de 1/e con un exponente 1/(n — s). Asi, cuanto maés
fina es la norma de aproximacion, es mayor la complejidad requerida de la
red, mientras que si aumenta regularidad de la funcién a aproximar disminuye
dicho costo.

Enunciamos ademés un resultado (ver Teorema [3.2.1]) que da cotas inferiores de
complejidad. Establece que si una arquitectura de red neuronal es capaz de apro-
ximar en la norma W1* con tolerancia e cualquier funcién de W™>((0,1)") y

norma < 1, entonces la cantidad de pesos de la arquitectura debe ser de al menos
—d/(2(n—-1))
ce :

1.3. El curso (o la maldicion) de la dimension

Como vemos, las cotas superiores e inferiores de complejidad para asegurar una
tolerancia € en la aproximacion en norma W1 de funciones W™ ((0, 1)) dependen
exponencialmente de la dimension. Esta caracteristica suele expresarse como curso
de la dimension. La cota inferior, en particular, demuestra que para aproximaciones
uniformes en norma W no puede evitarse el curso de la dimension.

Algo similar ocurre con otros métodos clasicos. Por ejemplo, consideremos la
aproximacion de un problema eliptico en (0, 1)? por el método de elementos finitos.
Supongamos que elementos d-lineales en una malla uniforme de d-rectangulos de
lado h. En este caso el método de elementos finitos genera una solucién numérica
up que es cast la mejor aproximacion a la solucion exacta en el espacio discreto Vi,
que consiste de todas las funciones continuas y d-lineales en cada rectangulo de la
malla. Si la solucién exacta esta en el espacio W™P((0,1)%), resulta que el error de
aproximacion puede estimarse por

[ = wnllwrr o)) < Chn_l”“”W"vP(OJ)d'

con una constante C' independiente de la complejidad. La complejidad del método
se mide por la cantidad N de grados de libertad del espacio discreto, esto es, la
dimensiéon de dicho espacio, que en este caso simple puede verse que es

1\ ¢
N=|(-].
(1)
Llamando ¢ = Ch™!, si lo escribimos en términos de N tenemos ¢ = C N~ y

por lo tanto N = Ce=%™=1 (posiblemente con una diferente constante C'). Resu-
miendo, para asegurar una cota de error

n—1)/d

|l — Uh||W1m((o,1)d) < Ckg,

5
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(suponiendo ||u|wns@ 1) < 1), requerimos el uso de N = Ce=¥"~Y grados de
libertad, o complejidad. Asi observamos que el método de elementos finitos también
sufre el curso de la dimension.

Cuando la funcién de activacion es la ReLLU, puede verse que, en general, las
funciones del espacio V}, son funciones generadas por las redes neuronales (ver |7,
Teorema 3.1] para un resultado relacionado), sin embargo, el espacio de funciones
generadas por estas es infinitamente mas grande. Es por eso que se esperaria que,
en teoria, la aproximacion por redes neuronales sea superior. Sin embargo ambos
métodos sufren el curso de la dimension de manera anéloga.

Existen estrategias para evitar en teoria, o disminuir el impacto, del curso de la
dimension en el caso de aproximaciones por redes neuronales. Un inconvenientes con
los resultados mencionados anteriormente es que buscan aproximar uniformemente
todas las funciones en una bola de W™((0,1)"). Pero muchas veces la funcion de
interés esta en un espacio mas reducido. Una de las estrategias consiste describir las
funciones a aproximar mediante modelos de esparcidad, que de manera muy somera,
dado un espacio vectorial con una base infinita, la clase de funciones a aproximar esta
dada por las funciones que pueden expresarse como combinacion lineal de a lo sumo
n < oo elementos de la base. Se trata de un espacio no lineal. La aproximacion
por redes neuronales de funciones de esta clase puede lograrse con complejidad
independiente de la dimensiéon. De cualquier manera, los modelos de esparcidad
no son inmunes al curso de la dimension, puesto que la base del espacio vectorial
subyacente es infinita. Referimos a [4, Seccion 8] para una explicacién mucho més
completa de esta estrategia, sus ventajas y desventajas.

1.4. Bosquejo de la técnica utilizada

En el Capitulo 3 se presenta el principal resultado de la Tesis, Teorema [3.1.1 que
asegura que, dado € > 0 existe una arquitectura de red neuronal A, con una comple-
jidad acotada en términos de € tal que toda funcion W™?((0,1)¢) (con norma < 1)
puede aproximarse por una red neuronal ® de arquitectura A. con error W*?((0, 1))
acotado por e.

La idea de la demostracion consiste en introducir una particion de la unidad ¢,,,
meO0,1,...,M?%de (0,1)¢ de funciones con soportes de medida acotada por M~
de tal manera que cada ¢,, es realizada como el producto de la salida de una red

neuronal P,,:
d

om(@) = [ [ [Ro(®nn)],

=1

(ver Lema [3.1.1)). Dada una f € W™P((0,1)%) se construyen, utilizando polinomios
de Taylor promediados, polinomios p,, de grado < n de manera que

El paso importante es ahora encontrar una red neuronal ®p., con arquitectura
prescrita, tal que

> (f = Pm) bm

m

< €
5"
Wsp(0,1)4

Ws:r(0,1)4

<
Wep(0,1)4

Z ¢npm - Rp(q)P,s)

DO | ™




1.4. Bosquejo de la técnica utilizada

Esto se logra teniendo en cuenta que ¢,,p,, es una suma de monomios localizados
dmx® con |a| < n. Cada monomio z* puede realizarse como

Luego aplicando la operacion de paralelizacion P(®,,, ®,) a las redes @, y @, se
obtiene una red ®,,, tal que

|a|+d

Pma™ = H [Rp(q)m,oc)]l (z)

=1

Si bien no podemos encontrar una red que realice este producto, si se puede encontrar
una que esté cerca, es decir, existe una red, denotada por ®, (,, o) tal que

|pma® — RP(QDE,(m’a))me((m)d) < ¢(N,n,d)e.

Teniendo en cuenta que

Z ¢mpm = Z Cm,a(bmxa

y que cada término ¢,,z% es casi realizado por ®. (), €l problema se reduce a
hallar una red neuronal ®p. que realice la combinacion lineal

Rp(CI)RE) = Z Cm,aRp ((I)s,(m,a)) .

Esto tltimo se logra componiendo dos redes neuronales, una que realiza una com-
binacion lineal de las componentes de la entrada, y otra que es la operacion de
paralelizacién P aplicada a las redes @ () con m € {1,..., N}y |a| < n.

Finalmente basta ver que la red ®p. es la buscada, y para esto tenemos que
obtener la acotacion

HZ OmPm — Rp(q)P,E)

€
‘WS»P((O,l)d) <9
que se logra eligiendo adecuadamente el pardmetro N.
Vemos en esta construccion que dada una red neuronal ¢ con salida m dimen-
sional, resulta fundamental hallar otra red V.4 que casi realice el producto de las
componentes de la salida de ®, esto es

RP (‘Ils,(l’) - H [Rp (q))]l

=1

<€
Wk ((0,1)4)

Esto se logra usando un argumento inductivo esencialmente en la dimension m (ver
Lema . En el caso particular m = 2, la red U, ¢ resulta de la composicion
de ® con X, siendo esta tultima una red neuronal, con entrada bidimensional y
salida unidimensional, que aproxima a la funcién xy en un cuadrado [—M, M]?
con complejidad dependiendo logaritmicamente del grado e de aproximacion (ver
Proposicion [3.1.4).

Notablemente, este resultado de aproximacion, es consecuencia de

7
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» Que la funcién 22 puede aproximarse con error menor que € en norma W1°°(0, 1)
por la salida de una red ®27 con complejidad dependiendo logaritmicamente

de e (Proposicion [3.1.2)

= La identidad de polarizacion que permite escribir a xy como combinacion lineal

de cuadrados .

wy =5 ((w+y) =2 =y’).

Después de esta Introduccion, en el Capitulo 2 introducimos la definicién formal
de red neuronal y las operaciones fundamentales de paralelizacion y concatenacion.
En el Capitulo 3 se presentan los resultados principales sobre las cotas superiores e
inferiores de complejidad para la aproximacion por redes neuronales de funciones en
espacios de Sobolev. Se presenta una demostracion constructiva, completa, para la
existencia de una arquitectura de red neuronal que aproxima una funcién arbitraria
en la bola unitaria de un espacio de Sobolev con tolerancia prescrita, dando una
cota superior de la complejidad de tal arquitectura. Y solo se enuncia un resultado
sobre una cota inferior de la complejidad de una arquitectura con las carécteristicas
mencionadas. En el Apéndice A presentamos resultados ttiles sobre Interpolaciéon de
Operadores en espacios de Banach, Espacios de Sobolev y Aproximacion Polinomial.



Capitulo 2

Redes Neuronales

2.1. Definiciones basicas

En esta seccion hacemos referencia a las definiciones y los resultados sobre redes
neuronales del [6, Capitulo 2.

Definiciéon 2.1.1. Sean d, L € N

1. Una red neuronal ® con dimension de entrada d y L capas es una secuencia
de t-uplas matriz-vector:

® = ((A1,01), (A2, 02), ..., (AL, b))

donde Ng=dy Ny,...,Np € N, y donde cada A; es una matriz de dimension
Ny x Sy Ny y by € RN,

2. Sea @ red neuronal y 0 : R — R. Definimos entonces la realizaciéon asociada a
® con funcién de activacion o como la aplicacion R, (®) : R — RN tal que

Ry (®)(x) = w1

donde x resulta del siguiente esquema:

xo =,
x =0 (Afzg].. |z " +b) paral=1,...,L—1,
T = AL[;U’(Z;‘ Ce |.I‘€71]T -+ bL.
Aqui, ¢ actiia componente a componente, es decir, o(y) = [o(y'),..., p(y™)]
para y = [y},...,y™] € R™. A veces escribimos A; en forma de matriz por

bloques como

Al = [Al7$0| s |Al7$l—1]7

donde A;,, es una matriz de dimension N; x Ny para k = 0,...,l — 1y
[=1,...,L. Entonces,

T =0 (Amoxo +- AT+ bl) paral=1,...,L—1,
xr =Apgoro+ -+ Apz, 21+ bp.

9



Capitulo 2. Redes Neuronales

3. Llamamos

el namero de neuronas de la red @,

L= L(?)
el niimero de capas, y

L

M(®) = (1Al + IIb]]0)

Jj=1

denota el nimero de entradas no nulas de todas las matrices A; y vectores b,
el cual llamamos el niumero de pesos de . Ademas, nos referimos a Ny, como
la dimension de la capa de salida de ®.

Ahora vamos a definir redes neuronales donde solo son permitidas conexiones
entre capas vecinas. Estas redes son un caso particular de la definicion [2.1.1]

Definiciéon 2.1.2. Si & = ((Ay,b1), (As, ba), ..., (AL, br)) es una red neuronal como
la definida en Definicion y

Al = [Al,xo‘ s ’Al,1171]7

satisface A;,, = Oparat =1,...,1 =2yl =0,...,L, entonces la llamamos red
neuronal estandar. En este caso, se reduce a resolver el esquema

o = X,
T =0 (Alm_la:l_l + bl) paral=1,...,L —1,
Ty = AL,xL_lefl + bL.

En practica, antes de entrenar una red neuronal se debe elegir una arquitectura

de red neuronal para usar. Esto quedara claro, con la siguiente definiciéon que da la
nocién de arquitectura de red neuronal.

Definiciéon 2.1.3. Sean d, L € N

1. Una arquitectura de red neuronal A con dimensién de entrada d y L capas es
una secuencia de tuplas matriz-vector:

A= ((A1,01), (A2, b2),..., (AL, bL))
donde Ng =dy Ni,...,Np € N, y donde cada A; es una matriz de dimension

N, x Hﬁg_:lo Nj, con elementos en {0,1} y b € RM con elementos en {0, 1}. Asf,
una arquitectura de red neuronal tiene pesos binarios.

10



2.2. Operaciones con redes neuronales

2. Llamamos N(A) :=d+ Zle Nj el ntimero de neuronas de la arquitectura A,
L = L(A) el namero de capas, y

M(A) = Z(IIAjllgo + 1105l 0)

denota el numero de entradas no nulas de todas las matrices A; y vectores by,
lo cual llamamos el ntiimero de pesos de A. Mas atun, nos referimos a /N;, como
la dimension de la capa de salida de A.

3. Decimos que una red neuronal ® = ((A},d)), (A5, 0,),...,(A},0))) tiene ar-
quitectura A si tiene dimension de entrada d, L capas y

a) N(®)= N, paratodol=1,...,Ly
b) [Ai];; = 0 implica que [A}]; ; = 0y [b]; = 0 implica [bj]; = 0 para todo
l=1,...,N,coni=1,.... Nyyj=1,...,5"" N

4. Decimos que A es una arquitectura de red neuronal estandar si todos los pesos
conectando neuronas de capas no adyacentes son cero.

5. Una vez fijado un orden de las entradas no nulas en A; para [ = 1,...,L,
podemos identificar de manera univoca cada vector w de R®) con una red
neuronal (estandar) que tiene arquitectura (estandar) A. Denotamos esta red
neuronal (estandar) por A(w).

Observamos que en general, una arquitectura de una red neuronal no necesita ser
tnica, es decir, una red neuronal ® puede tener arquitecturas A; y Ay con A; # A,.

2.2. Operaciones con redes neuronales

En esta seccién nos centraremos en ver las operaciones Concatenacion y Paraleli-
zacion entre redes neuronales. Recordemos que p es la funcion ReLLU definida en la
Introduccion.

2.2.1. Concatenacion de redes

La concatenacion de dos redes nos permite componer las realizaciones de las mismas.
En detalle, si ®! y ®2 son dos redes, estamos interesados en la red ®!' e ®2 tal que
R, (®'e®?)(z) = R,(P')o R, (®?)(x) Vo € R? Construimos una red &' e®d? para una
funciéon de activacion general o. En el caso particular donde la funcién de activacion
es p que es la funcion RelLU, usamos esto para encontrar una red que realice la
funcién identidad y con esta construir una llamada Concatenacion dispersa que nos
da control sobre la complejidad de la red resultante.

Definiciéon 2.2.1. Sean L, L, € Ny sea

o' = ((A%’ bi)? (A%> b%% RN (A},lv bil))’ ? = ((A% b%)» (Ag, b%)’ R (A%y b%z))

11



Capitulo 2. Redes Neuronales

dos redes, tal que la dimensiéon de entrada de la red ®' coincide con la dimension
de salida de ®2. Entonces, ®' @ ®2 denota la siguiente red neuronal de L; + Ly — 1
capas:

(I)l hd (I)Q = ((A%7 b%)» et (A%2—17 b%g—l)’ (Aia B%)a ety (Ale BlLl))

donde . 3
Al : [Allon%Q’ |Al Ty 1] y bll = Allmobig + bll
para !l =1,...,L;. Llamamos ®' e ®? la concatenacién de ®' y ®2.

Lema 2.2.1. Sean ®' y ®2 dos redes neuronales tales que la dimension de entrada
de la red ®* coincide con la dimension de salida de ®*. Entonces

R, (' @ ®?)(2) = R, (®') 0 Ry(D?)(x),Va € RY.

La demostraciéon del Lema anterior resulta de un simple calculo. A modo de
ejemplo lo verificamos en el caso en que ®; y &, tienen tres capas:

= ((A1,01), (A3, b5), (A3, 03)), ®% = ((AT,07), (A3, b3), (A3, 03)).
Entonces, ®' @ ®2 denota la siguiente red neuronal de 3 +3 — 1 = 5 capas:

e @7 = (A7, 7), (43,0), (AL, by), (A3, 03). (A5, b3)),

donde
A A% m()A%’ Al [ 2:E0A2|A2 Il] Al [ 3:U0A2|A3 I1|A3x2]
y . N
by = A}, b3 +0b],  by=Aj, b3+0by, by = A}, b3+ bi.

Luego, sea x € R%. Entonces
To=2a
T =0 (Azl'(] + b2)
xy =0 (A3, w0 + A4 w1 + b3)

T3 = Agﬂ,ofﬂo + A3 xlxl + AS x2x2 + bg
y
Yo = T3

Yyr=0 (Ai,zoy(] + bi) ;
y2 = 0 (A 4.y + Ad o y1 + b3)
ys = Ay poto + Az 01 + Ay 0 + b3

Asf resulta, y3 = R, (®!)(23) = Ry (P')(R,(P?))(x) usando que x5 = R, (P*)(x)
Ademés,

20 =X
2 2
21=0 (Al,mQZO + bl) = x1,
_ 2 2 2\ __
Z9 = O (AQ,IOZO + A27x121 + b2) = T9,
20

m=o | Al |z +b1 | =0 (AL, (A3, 20 + A3, o1 + AF, x0) + A}, b3 + b1)
22

(Ai 0 (A% xol’o + A3 xlxl -+ A3 IQ.’L’Q -+ bg) -+ bi) =0 (A% xoyo + b%) =Y.

12



2.2. Operaciones con redes neuronales

Similarmente obtenemos

o (43
o ( 2,20 ( 3x0x0 + A3x1x1 + AS x2.1'2 + b2) + AZ a:lyl + b%)
o (A% 20 Y0 + AQ a1 Y1 +b ) 2,

25 = Aj mo(Ag w20 + Agz 21+ A3I 29) + Aj 23t A ep?a Al xObQ +b
(A% :ono + A3 xll‘l + A3 xng + bg) + A3,m1y1 + A3,x2y2 + bili

_Al

3,z0

= A3 uo¥o + A gy y1 + A, ye + b3 = ys.
Por lo tanto, z5 = y3 = R, (®')(R,(®?))(x).
Lema 2.2.2. Sea d € N. Definimos
O/ = ((A1, 1), (A2, b2))

con funcion de activacion p con

Al = |: ]de 1 ;bl = O,AQ = [ORd,d|[de| - Ide],bg = 0.

—Ide
Entonces R,(®1%) = Idga.

Demostracion. Sea x € R?. Luego,

w1 = p( AT+ br) = p ({fﬁiﬁ;d} x) +o= |1 }

2x0 3IOZO+A3:E121+A323222>+A2$1Z3+A2x062+b;)

1
3

= Ag[a”, 7] + by = [Opaa|ldpe| — Idga] | p(a)” | = p(z) — p(—2)

Pues, méax(z%,0) — max(—2%,0) = max(z*,0) + min(z",0) = 2* + 0 = z', Vi

1...d
Por lo tanto, R,(®'?) = Idpa.

Usando la @4 del lema anterior, podemos definir una concatenacion alternativa
que nos permite controlar la complejidad de la red resultante para el caso de la

funciéon ReLU.

Definiciéon 2.2.2. Sean L1,L, € Ny

o' = ((Aiv b%)? (A%> bé)> R (AlLlabil)% ? = ((Ai b%)v (A; b%)a KR (A%y b%g))

dos redes con funciéon de activacion p tal que la dimension de entrada de la red ®!
coincide con la dimensién de salida de ®2. Sean ®’? la del lema [2.2.2] Entonces,

definimos la concatenacion dispersa de ®! y ®2 como

OO D% = Pl o DI 0 P2,

13



Capitulo 2. Redes Neuronales

Observacion 2.2.1. Tenemos que
1~ 2 2 12 2 2 A7 ) Al gl i1l
(p @@ == <A17b1>7"'7(AL2—17bL2—1)7 _A% 9 —b% 7<A17b1>""(AL17bL1)
2 2

donde

flll = [0 Ly 1N2|A A |Al1,acl_1]

la)o| l$0| l$1|"'

le

paral=1,...L;. Mas atn, se tiene que L(®'©®?) = L(P1)+ L(P?) y M(P'0P?) <
IM (D) + 2M (D2) y N(D' & §?) < 2N (D) + 2N (P?),

2.2.2. Paralelizacion de redes

En algunos casos es 1til combinar redes en una red mas larga. En particular, si
®! y ®? son dos redes, entonces buscamos una red neuronal P(®! ®?) tal que

Ry (P(®',9?))(z) = (Ry(®)(x), Ry (®?)()) para todo x € R%.
Definicion 2.2.3. Sean Lq, L, € N y sea

P! = ((Aiv b%)? (Aé7 b%)? s (Ailabil)% P? = ((A%’ b%)7 (A; b%)v R (A%Z, b%Q))
dos redes con dimension de entrada d. Si L1 < Lo, entonces definimos

P(®,0?) := (A1, by), ..., (AL, br,))

donde X 1 " 1
A . Al ,T0 Al \T1 0 Ly 0 O bl
A = {A%m 5 Alel 1 A%ml 1 Jbp = b?
paral <[l <Ly
A |: lCC0|O Al 1:1‘ ’0 Al WLy — 1| . |Al oL, |Al T 1:| 7bl = bl2
para L1 <1< Lo,y
Al = A%zl o A}q ,T1 20 . A}Jl xL —1 ) O ) 0 . ) O
ALQ,CL’O 0 AL27x1 O AL2 xLl L2’wL1 ALQ xLQ 1

- bl
bL2 = |:b§ :| .
2

De manera similar se puede definir para el caso L; > L,. Entonces P(®!, ®?) es
una red neuronal con dimension de entrada d y méx {Ly, Lo} capas, que llamaremos
paralelizacion de ®! y &2,

Lema 2.2.3. Sean ®' y ®* dos redes con dimension de entrada d. Entonces M (P(®!, ®?)) =
M(®') + M(2%), N(P(®',2%) = N(®') + N(®?) —d y

R,(P(®', ®?))(z) = (Ro(®")(z), Ry (®%)(2)), para todo x € R?.
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2.3. Redes neuronales estandar

Observacion 2.2.2. La Definicion [2.2.3] puede garantizar la paralizacion para un
nimero arbitrario de redes neuronales. Sea n € Ny para i = 1,...,n, sea ® redes
neuronales de dimension de entrada d y L; capas. La red

P(@ :i=1,...,n):=P(®', ... &") = P(®' P(®* P(...,P(d"'d")...)))

con dimension d de entrada y L = max {Ly, ..., L,} capas es llamada paralelizacion
de ®!,..., ®". Tenemos que

M(P(®',...,d") = Z M(®), y N((P(®,...,0") = Z N(®Y) — (n —1)d,

v Ry(P(®Y,..., ")) (z) = (Ry(®1)(2),..., Ry(®")(z)) para todo z € R? Esto se
puede probar usando el principio de induccién sobre n, usando el Lema para el
caso base. Luego, suponer que vale para n — 1 y luego usar el Lema de nuevo
pero ahora con P(®!,... &7 1) y ®" en lugar de ®' y ®2  para después usar la
hipotesis de induccién para obtener el resultado para n.

2.3. Redes neuronales estandar

Lema 2.3.1. FExisten constantes absolutas Cy,Coy > 0 tales que para cualquier red
neuronal ® con funcion de activacion p, dimension de entrada d, L capas, N =
N(®) neuronas y M = M(®P) pesos no nulos, existe una red neuronal estindar @
con dimension de entrada d y L capas, a lo sumo C1LN neuronas y a lo sumo
Co(LN + M) pesos no nulos tal que

Ry(®)(x) = Rp(Pst) ()
para todo v € R?

Demostracion.
SiL=1, o, = ya esta.
Para L > 1, podemos definir las matrices,

]d]RND 0
A= | = Idgwo | L85 = | 0
Al,:po bl
Yy
]dRZNO 0 0
Als,tl’l_l = 0 IdRzi—zll Ny, 7b?t = 0
Al,xo — Al,zo Al,l"l c. Almkl bl

paral=2,...,L—1y

Ast

L1

= [ALso| — ALwolALe| - [ALe, ], b = br.
Ahora pongamos

Aft::[O\...|O\ASt ], para [=1,...,L

L,y
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Capitulo 2. Redes Neuronales

(bSt = ((Ait7 b':slt)7 <A§t7 b;t)7 ct (A8Lt7 b;/t))‘
Entonces &, es una red neuronal estdndar con dimensiéon de entrada d y L capas,
y se puede ver que
R,(®)(z) = R,)(®y) (), Vz € R™.
Para el nimero de neuronas en la capa | Ni* = 2Ny + >t | N, < 2N(®) = 2N. Por
lo que, N(®y) =S | Nt + Ng* < 2NL.

Para estimar el niimero de pesos, vemos que
||Al8tH40 S 2N+ 2 HAZHKU ) ||bl$tHgO = ||bl||€0

paral =1,..., L. De donde concluimos que M (®) < Zle 2N 42| Al o + | bil] o <
2NL +2M = 2(NL + M). Por lo que obtenemos el resultado considerando C; =
Cy =2. [l

[lustramos el Lema anterior con el siguiente ejemplo, donde ® es una red neuronal
con dimension de entrada d = 1 y dimension de salida 1 de 2 capas:

® = ((A1,b1), (A, b)),

1 dy
donde Al = | C2 ,bl = d2 ,Ag = [64 Cy; Cg 67] C, bg = d4, donde C1,C9,C3,Cy,Cs,
] ds

Cs, C7, dla d?a d?n d4 eR.
Entonces por el Lema 2.3.1) @ = ((Af",b5), (45',b5')) es una red neuronal
estandar donde

1 0
-1 0
Ait = C1 ,bit = d1 ,Agt = [O 0 0 Cq4 —C4 Cy Cg 67] ,b;t = d4
C2 do
C3 ds

Verifiquemos que R(®3)(z) = R,(®)(z), VreR.
Sea x € R. Para ® se tiene que

To =2
T+ d1 p(C1IE + dl)
xr1=p(A1xg+b1)=p | |c2x + do = |pleax +dsy) |,
3T + d3 pesz + ds)

T = Ag g0 + Ao g1 + by =
= 4T + C5,0(CLT + d1> + Cﬁp(CQI + dQ) + C7p<03$ + dg) + d4,

Por lo que resulta, R,(®)(x) = z3 = cax + csp(crx + dv) + cp(cax + da) + crp(czx +
d3) + dy.
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2.3. Redes neuronales estandar

Para ®% se tiene que

it =z
x p(x)
— p(—z)

i =p(Afzo+05) =p | [az+di| | = |plaz+di)| ,
co + dy p(cox + ds)
c3r + ds p(csz + ds)

vy = A o 1B =

= cyp(x)— = eyp(—x) + esp(crx + dy) + cep(cor + dg) + crp(esx + ds) + dy =
= cy(p(x) — p(—2)) + csp(crz + dy) + cop(car + da) + crp(esz + d3) + dy =
= 4@ + csp(erw + dy) + cop(cax + do) + crp(csx + ds) + dy,

usando el hecho de que p(z) — p(—x) = x, que ya lo hemos en la demostracion del
[2.2.2 para d variables. Y asf, resulta R,(®)(z) = 25’ = caz+csp(ciz+dy) +cop(caz +
dg) + C7p(CgfL’ + dg) + d4.

Entonces, de lo anterior se tiene

R,(®)(z) = x5 = cax+csp(cra+dr) + cop(cor +d2) + crp(csx +ds) +dy = R, (P)(x).

Por lo tanto, como = € R es arbitrario, R(®%)(z) = R,(®)(x), VreR.

Observacion 2.3.1. Observemos que en el ejemplo anterior se usan propiedades par-
ticulares de la funcion ReLLU, es por eso que el Lema se restringe a esta funcion
de activacion.

Corolario 2.3.1. Sean ®' y ®? redes neuronales con funcion de activacion p, con la
misma arquitectura A = ((Aq,b1), (A, b2), ..., (AL, br)) con L capas, N neuronas,
y M pesos mo nulos. Entonces las correspondientes redes neuronales estandar del
Lemam L, y %, pueden tomarse con una misma arquitectura estindar Ay con
a lo sumo C1LN neuronas y a lo sumo Co(LN + M) pesos no nulos, donde Cy y Cy
coinciden con las del Lema mencionado.

Demostracion. Sean ®' = ((ALDD),... (AL b)) vy ®* = ((A2,82),...,(A2,12))
tienen la misma arquitectura A = ((Ay, b1), (A2,b2), ..., (AL, br)).

Sean cbit = ((A%Sta 5}&)? (A;Stv Bé’St)ﬂ SRR ("leL,St7 ElL’St)) y q)gt = ((A%St 52781&)?
(AZ* b, ..., (A2 b2%)) las redes estandar construidas en el Lema para ®*
y ®2 respectivamente.

Veamos que existe una arquitectura estandar A, tal que las redes neuronales
estandar ®!, y ®% tienen dicha arquitectura.

Para esto, primero construyamos la arquitectura estandar A,;.

SiL=1,®,=30! &% =2 A, = Ay ya esta.

Para L > 1.
Usaremos una construccion parecida a la demostracion del Lema [2.3.1, Definimos

Idgn 0
A= | Tdgw | 050 = | 0
Al,zo bl
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y
Idgan, 0 0
Aiﬁfl—l = 0 IdRzﬁc;ll N 7b?t =10
Al,xo Al7x0 AZ7I1 N Al,ﬂcl_1 bl

paral=2,...,.L—1y
Ast

Lyxp 1

= [AL:xOIALny‘AL,$1| st ‘AL,xL_l], bit = bL‘
Ahora pongamos

At =10]...1014", ], para l=1,...,L

L1

Ase = ((Ait’ bit)v (Agtv b§t>7 R (AsLtv bsLt)>

Primero vemos que por como la definimos, A, es una red neuronal estandar
con entrada de dimensiéon d y L capas. Ademas, las componentes de las matrices
Asto .. A3t son las componentes de las matrices Idgng, Idgang, 0, Ay, ..., AL que
son 1 o 0 pues A es arquitectura, y las otras matrices identidades o nulas, y las
componentes de los vectores b, ... b5 son las componentes de los vectores by, . .., by,
que son 1 o 0 pues A es arquitectura y el vector 0 que son 0. Por lo que, las
componentes de las matrices A, ..., A% y las componentes de los vectores b5t . . ., bt
son 1 o 0. Luego, A,; es una arquitectura estandar.

Falta ver ®!, y ®% tengan la misma arquitectura A.,;.

Para esto verificamos para @, y ®2, las propiedades a),b) de la Definicion [2.1.3|

Primero por ser que ®! y ®? tienen la misma arquitectura A, N;(®*) = N;(A)

con k=1,2Vl=1,...,L. Luego, usando lo anterior y por como construimos A,
resulta Ny(®%) = Nj(Ay) con k=1,2, VI =1,..., L. Por lo que se verifica a) para
(I)it y CI%-

Para ver b), para [ = 1, si alguna de las componentes de la matriz A5 es nula,
entonces es componente nula de la matriz identidad, o es una componente nula de
la matriz A;. Si la componente es de la matriz identidad, por construccion, esa

. 1l,st  J2,st .
componente va a ser nula para las matrices A", A7, Si la componente es de la
matriz A;, como ®' y ®2 tienen la misma arquitectura A, esa componente va a ser
nula para las matrices Al, A? y por lo cual, esa componente va a ser nula para las
. Al,st  42,st s s
matrices A", A", por construccion.

Para [ > 1, si alguna de las componentes de la matriz A5 es nula entonces es
la componente nula de la matriz nula o de la matriz identidad, o es la componente
nula de la matriz A;,, para algin ¢ = 1,...,l — 1, es decir, de la matriz A;. Si es
componente de la matriz nula o la matriz identidad, por construcciéon esa componente

: ilst G2t .
va a ser nula para las matrices A", A;"*. Si la componente es de la matriz A,
como ®; y @, tienen la misma arquitectura A, esa componente va a ser nula para
las matrices A}, A? y por lo cual, esa componente va a ser nula para las matrices
Al,st AZ,st 2
.y A7, por construccion.

= 0 implica que [flf’“] =

Por lo que, de lo anterior podemos concluir que [Aj* .
l’-y

]i7j
Oparatodol=1,....,N,coni=1,... Ny j= 1,...,25;11]\[?, yk=1,2.
De manera parecida a lo anterior podemos ver que y [b7*], = 0 implica [Bf‘%] =0

paratodol =1,...,L,coni=1,...,N;y k= 1,2. Con lo cual se verifica b) Zpau"a
ol v p?
st y st*
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2.3. Redes neuronales estandar

En conclusion, obtenemos que ®!, y @2, tienen la misma arquitectura A,;.
De manera analoga a la demostracion del Lema se puede probar que A%
tiene a lo sumo C7 LN neuronas y a lo sumo Cy(LN + M) pesos no nulos. O]
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Capitulo 3

Aproximaciéon de funciones en
normas de Sobolev

Este Capitulo contiene los resultados principales de la Tesis, sobre cotas de compleji-
dad superiores e inferiores para la aproximacion por redes neuronales de funciones en
espacios de Sobolev. Referimos al Apéndice para resultados preliminares sobre
espacios de Sobolev que se usan aqui.

3.1. Cotas superiores

Presentamos el siguiente resultado, que son cotas superiores de complejidad para
aproximaciones de funciones de ciertos espacios de Sobolev mediante redes neuro-
nales profundas con funciéon de activacion ReLU.

De ahora en adelante usaremos la funcion de activacion p que es la ReLLU. Nos in-
teresa la aproximacion de funciones definidas en subconjuntos de Espacios de Sobolev
WnP((0,1)4) con realizacién de redes neuronales. Para esto definimos el conjunto:

FrdpB = {f e wr((o, 1>d) : ||f”wn,p((0,1)d) < B}.

Teorema 3.1.1. Sea d € N;n € Nsp,1 < p < 00,B > 0,0 < s < 1. Entonces,
existe una constante ¢ = c¢(d,n,p, B,s) > 0 con las siguientes propiedades:

Para todo € € (0, %) existe una arquitectura de red neuronal A. = A.(d,n,p, B, s,¢€)
con dimension de entrada d y dimension de salida 1 tal que Vf € F,, 4,5 hay una
red neuronal ®! con arquitectura A, tal que

|7, (! ,<e

) - fHWSm((oJ)
(1) L(A.) < clogy(e7™/("=9);

(11) M(A.) < ce= (=) 1og, (e ~/(n=9));

(111) N(A.) < ce=¥ =9 Jog, (e7/(7=9)),

La demostracion de este Teorema se hara al final de este capitulo en [3.1.3]
pues para esto usaremos los resultados que demostraremos en las subsecciones [3.1.1]

yB-1.2
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3.1. Cotas superiores

Corolario 3.1.1. Sea d € Nyn € N>9,1 < p < o00,B > 0,0 < s < 1. Entonces,
existe una constante ¢ = c¢(d,n,p, B,s) > 0 con las siguientes propiedades:

Para todo € € (0, %) existe una arquitectura de red neuronal estandar Ase =

Agie(d,n,p, B, s,e) con dimensidn de entrada d y dimension de salida 1 tal que
Vf € Fnapp hay una red neuronal estandar @fts con arquitectura Ay . tal que

[Ro@h) = 1], g0 <
Ws2((0,1)d

(1) L(Ag,e) < clogy(e™/ =),
(II) M(Ast,e) < cg_d/(”_s) logg (g—n/(n—s));,
(111) N(Ag.) < ce=¥=9) Jogl(e=n/(n=9),

Demostracion. Sea ¢ € (0, 2) por Teorema (3.1.1} existe una arquitectura de red
neuronal A, = A.(d,n,p, B, s,&) con dlmensmn de entrada d y dimension de salida
1 tal que Vf € F,.ap 5 hay una red neuronal ®/ con arquitectura A, tal que

HRP((Dg) <e

N fHWSAD((O,l)d)
y para ¢ = (d,n,p, B, s) > 0 constante,

(1) L(A:) < ¢ logy(e™/"9);

(1) M(A.) < de=¥ =9 1og, (e~ (=),
(1) N(A.) < de=¥=9) Jog, (e7/(=9)),

Por el Corolario , existe una red neuronal estandar @f:ta con una arquitectura
estandar Ay . que depende de Ay asi d,n,p, B,s,e con alo sumo CyL(A.)N(A.)
neuronas y a lo sumo Cy(L(A.)N(A.) + M(A.)) pesos no nulos, Cy,Cy > 0 cons-
tantes absolutas. Y ademas,

R,(®7)(z) = R,(®],.)(z),Vz € R".

Por lo que, existe una arquitectura de red neuronal estandar Ag; . = Ag o(d, n, p, B, s, ¢€)
con dimensioén de entrada d y dimension de salida 1 tal que Vf € F,, 4, 5 hay una
red neuronal estandar <I>f:t78 con arquitectura Ay, . tal que

HR( sta) fHWsp 01)d)—HR( ) f”WsP(Ol)d)<€
Y ademaés, tiene a
(1) L(Auo) = LIAL) < ' logy (/)

(1) M(Asi) < 02( (A)N(A)+M(A.)) < Co(c logy (e (=)= (=) log, (77 (n=9))
1 e —d/(n—s) logg( —n/(n—s )) < 02 méx{c’, 0/2} . g—d/(n—s) . logg(g—n/(n—s));

(111) N(Age) < 01 (.As) ( ;) < 01 log,y (67 (=9 e=d/(n=5) Jog, (e (n=5)) =
Cy2e= 4/ (n=5) Jogs (e7m/(n=9))

usando el hecho de log, (™ ("=%)) > 1, que es facil de ver.
Tomando ¢ = max{c, C1¢?, Coméx{c, ¢?}} obtenemos el resultado. O
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3.1.1. Algunos casos particulares: aproximacion de 2 y zy

Para realizar la demostracién del Teorema se busca lo siguiente : La apro-
ximacién polinomial Py de una funcion f € F, 455 por una red neuronal ®p,.
Empezamos con la construccion de una red neuronal que aproxime la funciéon cua-
drética en el (0,1) con un error de aproximacion que de a lo sumo ¢ . El error es
medido en la norma W' (Proposicion . Este resultado se utiliza luego pa-
ra obtener una aproximacion de un operador de multiplicacion (Proposicion .
Luego, derivamos una particion de la unidad (Lema como el producto de
funciones invariantes que pueden ser realizadas por redes neuronales. Usando esta
construccion, entonces creamos una aproximacion de Taylor localizada para una fun-
cion f € F,app en las normas LP y W, Un argumento de interpolaciéon muestra
la misma construcciéon para la norma W*? donde 0 < s < 1 (Lema . En el
siguiente paso, establecemos la base para la aproximacion de productos de la par-
ticién de la unidad y monomios, es decir, monomios localizados, con redes ReLLU
(Lema en la norma W*™ para k = 0, 1. Por un embebimiento, este resultado
es entonces usado para la aproximaciéon de polinomios localizados en W*? con redes
ReLU (Lema [3.1.4).

Todos los espacios de Sobolev usados en estas pruebas son dominios abiertos,
acotados y convexos.

Para probar la Proposicion |3.1.2, vamos a usar la siguiente Proposicion que se
puede encontrar en [I3 Proposicion 2].

Proposicion 3.1.1. La funcion f(x) = z* en el segmento [0,1] puede ser aprozi-
mada con cualquier error € > 0 por una red neuronal que tiene capas, nimero de
pesos y neuronas del orden O (log2 (%))

Demostracion. Consideremos la funcion ¢ : [0, 1] — [0, 1],

(2) = 2 si 0<z< 3,
T = 20-2) si t<a<],
y las funciones
gs(x) =gogo---og
Por ejemplo,
g1(x) = g(x),
y
(z) = 2 si 0<a <4,
PAT= 200 —2) si L<a<l,
Luego, se puede ver que g, que
2 (x—2) si wel % AL k=01, 2——1
2° (2 —2) si swe [ 2] k= 257

lo que se puede encontrar en [12, Lema 2.4].
Lo que observamos ahora es que la funcion f(x) = z? puede ser aproximada por
la combinacién lineal de funciones g;. Sea f,, la interpolacién lineal de f con 2™ 41
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3.1. Cotas superiores

puntos uniformemente distribuidos 2%, k =0,...,2™ en el intervalo [0, 1]: esto es,

fm verifica
2
fm(%):(Qim) X k’:O,...,2m,

es lineal en cada intervalo [, Et1]. Es facil ver que f,, aproxima a f con un error
oms 2

Em = 27272 (en norma || - || ). Ademaés, f,,_1 y fm se diferencian en una funcion
proporcional a g,,:
gm ()
Fcr(&) = i) = 228,

Entonces, teniendo en cuenta que fo(x) = x obtenemos

- gs()

92s :
s=1

fm<w) =T —

Construiremos redes neuronales ®,, tal que R,(®,,)(x) = fu(x).

Para m = 1.

Primero fi(x) = = — 912—(;”) = — @. Para f;, podemos armar, usando que
g(z) = 2p(z) — 4p(z — 3) + 2p(x — 1) en [0, 1] que se comprueba facilmente. Notar
que esta igualdad vale en R si extendemos a g por 0 fuera de [0,1]. Definimos

P, = ((A%v b%)a (A%a b%)) donde

1 0
A= (1| o= |1
1 _
Y 1 1 17 11
A2 - [1 —5 1 —§j| ,b2 - 0
Luego, sea z € R
To =7,
x 0 p(x)
n=p(Aa i) =p | |2| = [-2] | = [o (- D).
x - px —1)
x
41| T 1 1 1 p(x) _
xQ_AQLJerQ_p i1 —3] ol — 1) +0=
plz —1)

Asi resulta,

R,,(@l)(gc):@:x—@w(x—%)+p(“"T_1).

Entonces @ es una red neuronal de dimension de entrada 1 y dimension de salida
lcon2=1+41capas, 5= 3-14 2 neuronas, y 9 <11 = 15-1 — 4 pesos no nulos
tal que R,(®1)(z) =z — g(z) = fi(z), Vz €][0,1].

gi(x) _ g2(x) g(x) _ g2(x)

Ahora, para fy. Podemos ver que fo(z) = v — %55~ — 5 = v — £ — &5, que

4
se ve facilmente, definimos ®, == ((A%,b%), (42,b3), (A2 b2)) donde
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Capitulo 3.  Aproximacion de funciones en normas de Sobolev

(a) Red neuronal ®; (b) Red neuronal ®

Figura 3.1: Redes neuronales ®,®,

B=[l -3 4 -3 -1 1 i
Luego, sea x € R
x 0 [ p()
n=p(Az+bi) =p| || = |=3| | = |p(r=3)|,
x -1 | p(z —1)
02 —4 2] v 0
vo=p (2| +2)=p| 0 2 4 2| | /) e
p( LJJF ) ’ 02 —4 2 p<x2)]+[1]
plz —1)
p(2p(x) = 4p(z — 3) +2p(x — 1) = 0) p(g(z))
= [p(2p(z) = 4p(zx — 5) +2p(x = 1) = 3)| = |p(g9(z) = 3)|
p(2p(x) = 4p(x — 3) +2p(x — 1) = 1) p(_ (z) = 1)
p(x)

[x} ple —3)
pa= A3 || 4B =1 —2 4 -2 _1 1 1| p-1) | 0=
o p(g(z))
p(9(z) = 3)
L pg(z) — 1) ]
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Figura 3.2: Red neuronal ®,4

Entonces @, es una red neuronal de dimension de entrada 1 y dimension de salida
lcon3 =241 capas, 8 =3-2+ 2 neuronas y 23 < 26 = 15 2 — 4 pesos no nulos,
tal que R,(®2)(z) =2 — 912—(21) — 922—(49”) = fo(x),Vz € [0, 1].

El analisis anterior para f; y fs puede generalizarse a f,,, ver por ejemplo el
caso m = 4 en Figura (3.2, concluyendo que existe una red neuronal ®,,, con funciéon
realizacion R,(®,,) = f,, y con m+ 1 capas, 3m + 2 = O(m) neuronas, y a lo sumo

349(m—1)+3m+1+3m+1=15m —4 = O(m) pesos no nulos. O

La préxima proposicion es fundamental para demostrar el resultado principal de
este Capitulo. Se prueba que la funcién 2% puede aproximarse en norma W1>°(0, 1)
por redes neuronales con complejidad dependiendo logaritmicamente del grado de
aproximacion. El resultado similar para norma L*°(0,1) estd demostrado en |13,
Proposocion 2|.

Proposiciéon 3.1.2. Por la Proposicion [3.1.1) existen constantes ci,ca,c3,¢4 > 0
tal que Ve € (0, %) existe una red neuronal %9 con a lo sumo ¢y log,(1/€) pesos no
nulos, a lo sumo calogy(1/€) capas, a lo sumo c3logy(1/€) neuronas con 1 dimension
de entrada y de salida tal que

HRP(q):q>(‘r) - I2HW1’°°((0,1),d:E) S £ (31)
y R,(®29)(0) = 0. Mds ain, vale que

|Rp(¢)zq)(x)|W1,oo((071)7dm) S C4 (32)

Demostracion. En | se muestra que existen constantes ¢y, co, c3 > 0 tal que para todo
m € N existe una red neuronal ®,, con a lo sumo ¢;m pesos no nulos, a lo sumo
cam capas, a lo sumo c3m neuronas cuya funcion realizaciéon es una interpolacion
lineal por partes de la funcién f : z + 2% sobre el intervalo (0,1). En detalle, se
muestra que existe una red ®,, satisfaciendo para todo k € {0,...2™ — 1} y todo

v [f k]
R (D) (z) = ((k;—ml)z - 5—2) (x - Qﬁm) + (2%)2 (3.3)

27”’ 2m
Asi, R,(®,,) es una interpolante lineal por partes de f con 2" 4 1 puntos unifor-

memente distribuidos 2%, k =0,...,2™. En particular, como 0 € |0, 2%] entonces
k=0 Ry(@n)(0) = (9 = 52) (0= ) + ()" = 550 = 0. Mas atin, en 3.1.1

mostramos que

HRP((I)m>($) - x2HLoo((o71)) < 2727, (3.4)
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Capitulo 3.  Aproximacion de funciones en normas de Sobolev

Mostraremos que
|Ry(P) () — $2|W17w((0,1),dm) <27, (3.5)
Para esto, sea k € {0,...,2™ — 1} usando la Ecuacion (3.3)) se tiene que

d 2
T (Ry(®n)(z) = o)

Loo((k/2m,(k+1)/2™),dx)

|Rp(Prm) () — 2| wri.co (ij2m (k1) j2m) da) = ’

’ ’ k> 42k +1—k?
Loo((k/2™,(k+1)/2™),dx) Lo ((k/2™,(k+1)/2™),dx)
2k+1 2k + 1 E+1| |2k+1 k
— 2z = max — —2——, —— =2 =
Loo((k/2m (k1) /2m) ) 2 2 2 2
i —1 1 o—m
= m _— _— =
ax o |7 |3m

Luego, de lo anterior, como el k € {0,...2™ — 1} es arbitrario,

|Ry(Pn) () — 1’2|Wl~>o (0, 1),de) <277
De las ecuaciones (3.4)) y (3.5) obtenemos que

1B (@) () = 2 lwro0,,0) = mix {[|Bp(Pn) () = 2| Lov(0,1).0) [ Bp (@) () = 2w (0.1) )}
<méx {277,272 <27

Claramente la derivada débil de R (@m) es una funciéon constante a trozos que
alcanza su maximo en el intervalo [2m ] .Por lo que,

2m )

(2™ —1)+1)*2 (2™ —1)

|Rp<q)m)(x)|W1,oo((0,1),dx) < om o om -
(22m) . 22m + 2 . 2m . 1 2m+1 1 1
— = ——=2-——<2. (36
om om  om om =2 (36)

Sea € € (0,3), y sea m = [log,(1/e)].
Ahora, %9 := ®,, satisface

IR, (@29)(x) — 22||wr.oe(o.1)0.d0) < 2710220/ < &

0 0) - e ) -
~log(2) [mgg @ﬂ < —log(2) log, G) — log (%) — log(e) =
=2 — exp <— log(2) {1% (E)D < exp(log(e)) = &

usando que la funcién exponencial es creciente. Por lo que, ®2¢ satisface la ecuacion
(3.1). Y ademas, R,(®:7)(0) = R,(®,,)(0) = 0.
Consideramos ¢, = 2, de la ecuacion (3.6) se tiene que

pues
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3.1. Cotas superiores

|Ro (@) (@) | wriee ((0,1),d2) = [BRo(Pn) () w100 ((0,1),d0) < 2 = €4

Por lo que, @2 verifica la estimacion (3.2)).
Como

1 1 1
0<8<§:>g>2:>10g2<g>>log2(2):1,

pues la funcion logaritmo es creciente, el nimero de pesos puede ser acotado por

1 1
M(®2) = M(®y) < cim < ¢ (10g2 <g> + 1) < 2¢; log, (g) ;

el ntiimero de capas puede ser acotado por

1 1
L(P) = L(P,,) < com < ¢y (log2 (—) + 1) < 2¢y log, (—) ,
€ €

y el niimero de neuronas puede ser acotado por

1 1
N(®) = N(®pm) < cam < c3 (10?;2 (g) + 1> < 2c¢3log, (g) .

Renombrando respectivamente 2cq, 2¢o, 2¢3 por cq, co, c3 se obtiene el resultado.
m

En la siguiente Proposicion demostramos que la suma de las funciones realizadas
por dos redes neuronales también puede realizarse por una red neuronal.

Proposicion 3.1.3. Sean &1 y ®5 dos redes neuronales con funcion de activacion
o con las mismas dimensiones de entrada y de salida. Entonces existe una red neu-
ronal ® con funcion de activacion o tal que R,(P)(x) = Ry(P1)(x) + R, (P2)(x).
La cantidad de capas, neuronas y pesos de ® es menor o igual a la suma de las
cantidades de capas, neuronas y pesos de ¢y y Ps.

Demostracion. Para simplificar, suponemos que ®; y @, tienen ambas 4 capas,

Py = ((A1, a1), (A2, a2), (A3, a3), (Ag, aq))
®y = ((B1, 1), (Ba, b2), (B3, b3), (Ba, bs)) .

Entonces basta tomar

P = ((C1, 1), (C, ¢2), (3, ¢3), (Cas ca))

. _A1 _|ax
c-[3] a-f]

_ _AQ»-TO A2,361 0 _|az
“=1p 0 Bl 27 |n

Cy = A3,mo A3,m1 0 A3,xz 0 } C3 = {%}

con

B3,y 0 Bs, 0 B, b3
Cy = [A4,x0 + Bzl Aszy | Bagy | Ad s | Biwy| Ad zy ’84,13} ¢y = aq + by.
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Sea = € R
Para ®; se tiene,

Tog=1
r1 =0 (Ao +a1) =0 (A1x + aq),
Xy = 0 (Ao z,T0 + Aoy 1 + a2)
x3 = 0 (A320T0 + A3z, T1 + Az T2 + a3),
Ty = Ay oo+ As g 01 + Ay gy x0 + Ay g3 + ay.

Para @, se tiene,

Yo =2

Y1 =0 (Biyo +b1) = 0 (Biw + b1),

Yo = 0 (Baglo + Bz 1 + b2)

Y3 = 0 (B3 a0 + B3z y1 + B3 g,y + b3)

Ys = Baazgyo + Baayy1 + Bazyy2 + Bazyys + s

Para ® se tiene,

20 =T

A + _
21 = U(ClZO + Cl) - |:Z EB1§+ZII)):| B [zi

2 = (Cogo20 + Cogy 21 + C2)

. AQ,zO Az,z1 _02
—7 ({Bz,mo] v [ 0 Bzml b,

_ {a (Aay® + Ay @1 + a2 ] B { }}

(BQ xo'r + B2 zlyl + b2
23 = 0 (C3 4020 + C3.0,21 + C3 2,29 + C3

Az, As 0 x As . 0 x a
et e k| R e LR )
B [a (As zox + As o 1 + Az 420 + (13):|
|0 (B320% + B3 g, y1 + B3 g,y + bs)

2y = Cygo20 + Cag 21 + Cagozo + Chpa2s + 4
= (Ayzy + Bagy)x + Ay gy 21 + Bagyn + As gy a + By gy Yo+
Ay 233 + Bag,ys + ag + by
= Ayt + Ay 21 + Ay g,y + Ay gy T3 + ag + By o+
By oyy1 + BagyYo + By + by
= T4+ Ya.

Asi resulta,

Ry (®1)(2) = x4 = Ay poTo + Asgy 1 + Ag gy To + Ay s + aa,
Ry (P2)(x) = ys = BawyYo + Bazvi + Baw,Yo + Baasys + ba,
Ry (@) (%) = 24 = 24 + Y4
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Por lo que, de lo anterior obtenemos

Ro(®)(x) = 24 + ya = Bo(D1)(2) + Bo(P2)(2).
Por lo tanto, como = € R? es arbitrario, resulta

R,(0)(z) = Ry(®1)(2) + Ry (P2)(x), Vz R

Ademés, ® tiene
L(®) = 4 = mix(L(®1), L(®,))

capas,
4
M(®) = (IC;llo + llesll)
j=1
4
= > (Al + 11Bjlleo + llaslleo + 1b5le0) = M(®1) + M(®,)
j=1

pesos no nulos, y a lo sumo

N(®)=d+ N+ Ny+ N3+ N, =
=d+ N} + Ny + Ny + Nj + N; + N+ Nj + N; < N(®;) + N(Py).

neuronas. L

En la siguiente proposiciéon vamos a definir una red tal que la funcién realizacion
aproxima la funcién multiplicacion donde el error es medido en la norma W1, Para
esto, usamos la proposicion anterior y la identidad de polarizacion.

1
xy = 5((x +y)? —2* —y?), para z,y €R. (3.7)

Proposiciéon 3.1.4. Para cualquier M > 1 existen constantes c,c; > 0 y co =

(M) > 0 tal que Ve € (0,%) existe una red neuronal, X con dimension 2 de
entrada y una dimension de salida que satisface las siguientes propiedades:

(I) ||RP<>~<)($7 y) - my”Wl,oo((,M’M)Q’dxdy) < €;
(11) siz =0 oy =0, entonces R,(x)(z,y) = 0;
(III) |RP(>~<)($7 y)‘WLOC((—M,M)Q,dxdy) S CM7
(1v) el niimero de capas, de pesos y neuronas en X es a lo sumo c; log, (%) + co.

Demostracion. Seae € (0,3),y d == e/(6M?C) donde C es la constante del Corolario
[A21]para d =2y m =1y sea ®;? la red neuronal de la Proposicion tal que

| R, (®57) () <. (3.8)

- f’czuwl»w((o,l),dx) =
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Definimos las siguientes funciones

B
uCE,y : <_M7 M>2 —> (07 1)7 (x7 y) '_> 2M )
Uy - (=M, M)? = (0,1), (z,y) — %

Y|
Uy : (_M7 M)2 — (Oa 1)7 (x,y) — W

Usando el hecho que |z| = p(x) + p(—z) podemos construir tres redes neuronales
@y, Py, Pu,, de dimension de entrada 2 y dimension de salida 1 tal que la aplicacion
realizacion sea R,(®,,)(z,y) = %, Ry(®y,)(z,y) = %, YR, ( Py, (2, y) = %
para todo (z,y) € (—M, M)>.

En efecto definimos ®,,, := ((A}", "), (A5=,b57)) tal que

w [1 0] . 0
=2 )=o)

Ay =10 0 57

1
2M QM]

Uz,y

7b12L:t = 07

y obtenemos

[

1 = p(Af"zo + ") = p <[_11 8} m - BD - [ﬂ?(—xx)} ’

Zo

T
(T Y _ _
=0 0 g F0= 2 p(e) 4 5k p(—) =

T :Agz |:

= (o) + pl=e) =

Por lo que, R,(®,,))(z
Definiendo ®,,, = (

y obtenemos
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Por lo que, R,(®y,)(x,y) = 12 = %
Definiendo ®,, = ((A}",b*"),

2
Uy (
Uny 1 1 Uy 0
T ]

Ay =10 0 S L] b =0,

2M  2M

y obtenemos

w=[3]
a =t = ([ 4] ]+ ) =[2G

X
Uy Hy Uzy y
Ty = A, Lﬂ+b2 =p([0 0 5 5] o+ 1) +0=
p(—(z+y))
1 1 _lz+yl
—QMp(:v+y)+2Mp(—(:v+y))— S

Por lo que, R,(®,,)(z,y) = 22 = |x2Jz(4y"

Primero formamos las redes ®§* ® ®,,, &} © ¢, , &5 © ®,,,, que verifican
R, (D570 ®,)(2,y) = Ry(¥5)(355), Ro(@5 © Dy, )(,y) = Ry(®5) (35, v R,(P5'®
., ) (@, y) = Rp(égq)(‘zﬁll). Y con esto, usando la Proposicion [3.1.3| dos veces, se
puede construir la red neuronal x con dimension de entrada 2 y dimensién de salida

1, de manera que

Ry () 0) =200 (myo) (L) — o (1) - o (141)).

Por la Proposicién , existe una constante ¢y > 0 (tomando ¢y el maxi-
mo de las constantes ci, ¢y, c3 de la Proposicion tal que x tiene a lo su-
mo ¢ logy(1/8) + 3 = cology(1/e) + cology(6CM?) + 3 < cology(1/e) + ¢1 capas,
3cology(1/8) +9 = 3cglogy(1/€) + 3cg logy (6C'M?) +9 < ' logy(1/€) + ¢ neuronas y
3cology(1/8) + 17 = 3¢y logy(1/€) + 3cg logy (6C' M?) +17 < ¢’ log,(1/€) + ¢3 pesos no
nulos. Aqui ¢, " > 0c¢; = ¢;(M), ¢y = ca(M), c3 = c3(M) > 0 son constantes. Luego
si renombramos a ¢, ca = (M) como max(c, ') , max(cy, cq, c3), respectivamente
se tiene (IV).

Como R,(®57)(0)

0,
R,(x)(0,y) = 2M° (Rp@fsq) (%) — R,(®3) (%) — R, (39 (%)

) = 2M?0 = 0,
R,(x)(x,0) = 2M? <Rp(q>§q) (%) — R,(®37) (%) — R,(®37) (2‘%» = 2M?0 = 0.
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Asi se verifica (I7). Usando la identidad de polarizacion, de la ecuacion ((3.7))

Ty
= 4M?*——
=AY S am

1 Y \2 T \2 Y \2
e} (e ) - G - 3
2 ( 2M + 2M 2M 2M
2 2
SYE leyl\ (Nl
2M 2M 2M '
Sea f:(0,1) — R,z — x? y usando lo anterior y las definiciones de las funciones
Uz, Uy, Uy Obtenemos que
vy = 2M? (f o ugy(2,y) — f o us(z,y) — fouy(z,y)).
Ahora podemos estimar
|’Rp(>~<)(93,?/) - xyHWLoo((—M,M)2,dxdy) =
= ||2M2(Rp(q)§q) 0 Uyy — Ry(P5") 0 ug — R,y(P57) 0 uy)
— 2M2<f o Umy — f O Uy — f (@) uy)HWLOO((fM,M)Q,dIdy)
< 2MP(|[(Rp(®57) — ) 0 tayl[woe (- as,0)2 dady)

+ (R (@5") — f) 0 Ua||wroo (= a1,00)2 dudy)
+ (R (57) — f) o uy)|[woo (= r1,0002,dwdy)) (3:9)

Podemos ver que

|y w00 (—ar,0)2) = |t wioe (- arany2) = |Uylwree((—aan2) = 5775 (3.10)
2M
pues
o) |z + y| LS x>~y
— 2M =
8xuxy(x y) = 81‘( 2M —ﬁ si < —y
Luego, 8;;7’ = ﬁ De manera anéloga, se puede ver que ag_zy LM Y asi
obtenemos que,
| , OUgy | | OUgy 1
Ux ,00((— = Imax — .
yIWhes (=MM)?) ox oy 2M
De la misma forma podemos ver que |, |w1.co((—ar,an)2) = [ty|wioo((—ai00)2) = ﬁ

Por lo que, usando el Corolario con = (=M, M)*> C R* Qy, = (0,1)
son abiertos acotados convexos, las funciones g, u,, g, R,(®5?) — f son Lipschitz
continuas, y obtenemos

||RP(>~<)($7 y) - xyHleoo((—M,M)Q,da:dy)
< 2M?3C max {||R,(®57) — fllzeo((0,1)), | Bp( P ) flwreeqo.ny) - 1/2M}

< 6M2C||R,(®57) — fllwres(o1)) < 6M?C

6M2C -5

usando la ecuacion (3.8) y la definicion de §, para la tercer desigualdad.
Por lo tanto, vale (I).

32



3.1. Cotas superiores

Para ver (I17), usamos la otra estimacion dada en el Corolario y obtenemos

| Ry () lwoe (- a1.00)2)
S QMQC Z |Rp(q)(s§q)|le°°((0,1))|UZ|WL°°((—M,M)2)

z€{z,y,my}
1
<2M?*C3C'— =2CC'M
— 2M Y
usando la ecuacion (3.9), y C” la constante de la ecuacion (3.2) de la Proposi-
cion [3.1.2 N

3.1.2. Algunos lemas técnicos

Ahora construiremos una particion de la unidad que puede definirse como producto
de funciones lineales por partes, tal que cada factor del producto es realizado por
una red neuronal. Usaremos esta construccion en el lema como una generalizacion
de la Proposicion [3.1.2]

Lema 3.1.1. Para cualquier d, N € N, existe una coleccion de funciones
U =U(d,N) = {¢p :mec{0,...,N}¥*}
con ¢, - RT — R para todo m € {0,..., N} y con las siguientes propiedades:
(1) 0 < ¢p(z) < 1 para todo ¢, €V y todo v € R%;
(11) Z(bmeq, Gm(x) = 1 para todo z € [0, 1]¢;
(111) supp ¢, C B#H.”m(%) para todo ¢, € V;
(1v) Egiste una constante ¢ > 1 tal que ||¢m||wr.co@ay < (eN)* para k € {0,1};

(V) Ezisten constantes absolutas C,c > 1 tales que para cada ¢,, € V, eziste una
red neuronal ®,, con dimension de entrada d y dimension de salida d, con a
lo sumo tres capas, Cd pesos no nulos y Cd® neuronas, que satisface

=1
Y 1R ()il e ey < (eN)* para todo 1 =1,....d yk € {0,1}.
Demostracion. Definimos la funcién

1 si |z <1
YRR () =14 0 s 2< |z
2— x| si 1<z <2

Y ¢ R — R como
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para m = (mq,...,mg) € {0,..., N}¢. Entonces, como 0 < ¢(x) < 1Vz € R se
satisface (I) .

Probemos (I11).

Seam € {0,...,N}%

T € SUPP b = by (@ )7&0:>¢<3N<xl—%>>7éow—1 d=

‘3N<xl—%>‘ <2Vli=1,. d:>)a:l——‘< V=1 ..d=
2 1 m
> |o =l <55 <F =€ Brnie (N)'

Por lo que vale (I117).

Veamos que vale (IV).

Si k = 0 tenemos que ver que ||¢y, ||po®a) = [|dm||wo.o@ay < (eN)° = 1.

Como por (I), 0 < ¢,(z) < 1 para todo ¢,, € ¥ y todo # € R? se tiene
que 0 < sup,cpd Gm(x) = SUpyepa [Pm(x)] < 1 para todo ¢, € W, por lo que
|Gl oo vty < 1= (cN)° para todo ¢, € ¥ y esto vale para cualquier constante c.

Si k = 1 queremos ver que existe una constante ¢ > 1 tal que ||@y|[w1.00may <
(eN)*

Veamos primero que |@p, [y1.0c(ray < 3N.

Seal € {l,...,d} y x € R% Entonces

H v -))

T,_Z

a_xl¢m

(o (- 3o

Como |/ (SN (xl )) | < 1, para casi todo € R? Ademas, se tiene que
‘Hz_lzﬂl/J (3N (z; — ))‘ <1,Vx € R? pues 0 < ¢(x) < 1Vz € R. Asf se tiene

que,

< 3N.
Lo (R)

¢>m

ox; a1‘1

<3NVI€Rd:>’

Luego,

1111

} < 3N.
Con esto, si consideramos ¢ =4 > 1 y usando que N > 1 tenemos que,
|Gl lwice gy = [|@ml| Lo @) + [Gmlwicemay < 1+ 3N < AN =N = (cN)?

Por lo que obtenemos (IV).
Falta ver (V).
Para esto construimos una red ®,, que realice la funcion 1. Sea @, == ((Ay, b1), (A2, b2))

donde
2

1
-1
-2

1
A = 1 by = A =1[0] 1 =1 —1 1],bp:=0.
1

Entonces ®,, es una red neuronal de dos capas con dimensién de entrada 1 y dimen-
sion de salida 1 con 4 +4 +4 = 12 pesos no nulos Ny + N; + No=1+4+4+1=6
neuronas tal que
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x plz +2)
Ry(Py)(z) = 20 = Ao LO(ANC n 51)} +by=1[0] 1 -1 —1 1] Zg —t B +0=
plz —2)

=plz+2)—plx+1) —plz—1)+ p(z - 2).

Se puede ver que p(x +2) —p(x+1) — p(x — 1) + p(x — 2) = ¢(x). Y asi resulta
Ry(Py)(x) = ¢(x).

Para [ = 1,...,d queremos construir una red que denotaremos ®,,; tal que
Rp(®ma)(x) = 3N (1 — ).

Para esto ponemos

Al=1[0 ... 0 3N 0 ... 0],b} =-3m,

Aj es una matriz 1 xd no nula y con 3N en la posicion [ y 0 en las restantes. Definimos
®,,, = ((A},b})). Entonces @,,; es una red neuronal de una capa con dimension de
entrada d y dimension de salida 1 con 1 4+ 1 = 2 pesos no nulos Ny + N; =d + 1
neuronas tal que

Ry(®my)(z) =21 = Az +bi=[0 ... 0 3N 0 ... 0]a—3m=
m
:3le—3ml =3N <[EZ—NZ)
para todo x € R? y m € {0,..., N}9.

Ahora definimos
(Pm = P(q)¢®(bm7lil: 1,,d)

que tiene L(®,,) = méx;—y _{L(Py © i)} = méx;—y a{2 + 1} = 3 capas, con
dimension de entrada d y dimension de salida d, con a lo sumo

,,,,,

d d
M(@p) =Y M(Qy© py) <Y 2M(By) +2M (D) = 2-124+2-2 = 28d
=1

=1 =1

pesos no nulos y a lo sumo

N(®@p) =Y N(@y©Ppy) = (d—1)d <> (2N(y) + 2N(Ppy)) — (d — 1)d =

=1 =1

d
=) 2:6+2-(d+1))—d’+d=14d+2d* — d’ + d = d* + 14d < 154°

=1

neuronas. Por propiedad de Paralizacion y Concatenacion Dispersa,

[By( @)@ = Bp(®y © Ot} (@) = Bp(®0) (Ry(@ni)(@)) = (3N (w0 — 5F))

para todo x € Ry [ =1,...,d. Con esto se puede ver por la definicién de ¢,, que

TR =TT (55 (5~ 22)) = o

=1
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Usando un razonamiento similar a como demostramos (/') se puede probar que
IR, (@)l wee < (¢N)* paratodol =1,...,dy k € {0,1}. Por lo tanto, vale
(V).

Para probar (II), dado que }_, i ¢ es una funcién continua (por ser suma
de las ¢, que son continuas, por ser producto de funciones continuas) y d-lineal en

cada d-rectangulo con vértices §; vecinos, con m € {0,..., N }4, basta probar que

PR ¢ (%) = 1 para cada m’ € {0,..., N}<

Para esto, veamos que ¢m(%) =1lsim"=my ¢m(%’) = 0 si m' # m donde
m' € {0,..., N} Seam’ = (m},m},...,m}) €{0,..., N}

Luego,

on () :lliw (3w (5 -50)) :lﬂw@(mg—ml))

’

Sim' = m, entonces m; = my,Vl = 1,...,d, y obtenemos ¢p,(r) = sz:1 Y (0) =
d
[ 1=1
Y si m' # m, entonces m; # m; para algin [, entonces |m; — my| > 1, asi
3|mj —my| > 3 > 2 y por definicién de ¢, (3 (m; —m,;)) = 0. Por lo que resulta
o (%) =0

Por lo tanto,

> cbm(%):cbmf (%)+ > ¢m(%>:1+0=1

dmEV dm eV, m#m’

como se queria demostrar. O]

El siguiente lema usa la particion de la unidad del lema [3.1.1]y el lema de Bram-
Hilbert en la forma clasica, para derivar una aproximacion con polinomios
localizados en la norma LP y W1, Usando un argumento de interpolacién, podemos
generalizar este resultado para el caso donde la aproximacién es respecto de la
norma W*P donde 0 < s < 1.Por lo que, en este resultado no estamos usando redes
neuronales.

Lema 3.1.2. Sea d,N € N\n € Nuo,1 < p < oo, y¥ =U(d,N) = {¢n : m €
{0,...,N}} la particion de la unidad del Lema 18. Entonces existe una cons-
tante C = C(d,n,p) > 0 tal que f € W™P((0,1)?), existe polinomios ps,(xr) =
Z|C¥|§n*1 Crmar® para m € {0,... , N} con las siguientes propiedades:

Sea 0 < s < 1 y sea fn = Zme{o,...,N}d OmDm entonces el operador Ty :
WnP((0,1)4) — W#P((0,1)4) con Tsf = f — fn es lineal y acotada con

1 n—s
| T fllwer(o,1)0y < C (N) | fllwnr(0,1))-

Mds aiin, existe una constante ¢ = c(d,n) > 0 tal que Vf € W™P((0,1)?) los coefi-
cientes de los polinomios py,, satisfacen

ICtm.al < cll fllwn-ro(, oy NP

Va € Nd con |a] <n—1ym e {0,...,N}¢, donde Qpn = B#H.”m(%) y f e

WnP(R?) es una extension de f.
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Demostracion. Usaremos propiedades de aproximacion de polinomios promediados
de Taylor para obtener una estimacion de derivada local y entonces, combinando esta
con el uso de la particiéon de la unidad, para obtener una estimacién global. Como
estrategia, definiremos un operador extension. Para esto, sea E : W™P((0,1)¢) —
WnP(R?) el operador extension enunciado en el Teorema m ysea f = E (f).
Notamos que para Q C R? arbitrario y 1 < k < n se tiene

| Flwee@) < 1 lwno@sy < Crllfllwno.1) (3.11)

donde Cr = Cg(n,p,d) es la norma del operador extension.
Paso 1:Polinomio de Taylor promediado Para cada m € {0,..., N}% defi-
nimos

m m
QmN-fBlwg<N)J%W*:B%M(NJ
y denotemos p,, = p,.r €l polinomio de Taylor de orden n de f promediado sobre

By, n (Definicion [A.2.6)) pues fe WrLP(Q), By C Qo ¥ To = % € Qpyn. Del
Lemacon A=Q,N,B=Bun, v0=%€Qun, R=2>1yr= % > 0.
Veamos que se verifican las hipotesis de la Definicién y del Lema.
Veamos que B,y C Qpn, ¥ que By C By 122 (0).

1
B :}‘ __’ —<—:>’ __) ) ‘<—,Vl:1,...,d:>
Yy € B,n=y SINSNT v < N
> =%l = i {ln - F} < 5= vee
_ = a. j—— m,
Y N llgoo lirll,..}fd o= N N Y -
Por lo que, B, y C Q. n-
3
€B, ;»‘ - ‘ ‘ ——] ] ‘<—,Vl:1,...,d:>
Y N Y Y1 = AN

3 my
= |y l——‘< =1, d:>|yl|<m+‘ﬁ‘<2,Vl—1,...,d

my

- |5]<]
N

= [yl = lirllif?(d{|yz|} <2=yc BQ,H.||;°(0)~

Porlo que, B, v C By | (0). Luego, del lema se tiene que p,,(z) = Z|a\§n71 Clm.al™

para m € {0,..., N} y existe una constante ¢ = ¢’(n,d) > 0 tal que
- 3 —d/p 5 AN d/p
crmal < Mflwoonn () <Moo (5) -
4 d/p ~ J ~ J
/ /!
= (3) Wl o =l s V2

donde ¢’ = ’'(n,d, p) = ¢ (n,d) (%)d/p VaeNdcon|a|<n—1yme{0,...,N}%
Con esto probamos el paso 1.

Paso 2 (Estimacion local en || - Wkp para k € {0,1}): Para chequear las
condiciones del Lema de Bram-Hilbert |A se satisfacen ya vimos que Bm N C
,,,n. Mas atin, B,, y es una bola en Qm, N tal que B, n es estrellada con respecto

a N, ademés tenemos diam| (Qv) = 2]‘\/,‘2, Vi Qmn) = 1 , pues B,, y es una

bola de radio W centrado en y Q,,. v es un cubo d dlmensmnal donde la longitud
de cada lado es = centrado en 2. Por lo que,

N
3 11 1

TH(Bm N) 4N > 5 2N 2rmax(Qm,N)‘
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Finalmente, tenemos que el parametro de Chunkiness es

. 1 2/d
V() = diam(€2,,, n) - ) =y N =2Vd.

Ademas, f e WmP(Q,n)y1<p<oo.
Aplicando el Lema de Bram-Hilbert [A.2.4] con h = diam(€,, v) para cada m €

{0, ..., N}9 obtenemos la estimacion local con k = 0
1 = piallzo@n ) = 1 = Prllwos@n x) < CLR" | flwnn(a, ) =
o0d\ - AR
-¢ (T> Fiwerian < GV () 1Flweria,

1\" -
=G () Wi, (312

donde Cy = Ci(n,d,v) = Ci(n,d,2v/d) = Cy(n,d) > 0 es la constante del Lema
donde solo depende de n, d, pues v depende solo de d, y Cy = Cy(n, d) = C} - (2v/d)",
ademas usamos que | flwnr(Q,, v) < | fllwnr@,, n)-

Con k = 1, usando nuevamente |f|Wn,p(QmﬂN) < ||];||WW(Qm,N) que obtenemos la
estimacion local

n—1
< | F - [ 2Vd .
1 = Pl lwra(@n ) < Csh" | Flwno(en, ) = Cs (T) | Flwne (@ x)

N - 1 n—1 B 1 n—1 R
<aVr () Mo,y =6 (5) W, 613

donde C; = C’g(n, d) > 0 es la constante del Lema donde solo depende de n, d, pues
~ depende solo de d, y Cs = Cs(n,d) = Cs - (2¢/d)"".

El primer paso hacia una estimacion global es combinar los pasos anteriores con
las funciones cut-off de la particiéon de la unidad del Lema Usando el Lema
3.1.1 item (IV'), para k = 0 y ecuacion (3.12))

[6m (f = pm) 2o @) < N @mlloe @ n) - I = Pmllzoi, v <
- 1\" -
<117 = ol < Ca () Wlvera,

Més atn, usando Lema para ¢, € WH(Qun), f — pm € WH2(Qun)
entonces ¢, (f — pm) € WHe(Q,, v) vy existe C' = C’'(n,d) > 0 tal que

(3.14)

(G (f = P)wip @, ) < C'lbmlwioc @y ) = 1 = Pnll o)
+ C|dml oo (@n) * |f = Prnlwin(@,, v (3.15)
En la ecuacion (3.15)) usando el Lema item (V') con constante ¢ > 1, para
k=0, k =1y las ecuaciones - obtenemos
bl w2y n) - 1 = pmHLP )+ ClDmll (@) * 1] = Pl it n) <
o 1 no ) 1 n—1 B
< CeNCy (5 ) I lwerg, ) + € Cs ( Lf lwror (@) =

o , 1 n—1 _ 1 n—1 B
—(Ca+ ) () Mlwerann =Ci(5)  Ilwera,m
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donde Cy = Cy(n,d,p) = C'¢Cy + C'C5 > 0. Y asi resulta

1

n—1
onF =l <Cu () Wlwerane (610

Ahora usando las ecuaciones (3.14) y (3.16), y que 1 < 1 se tiene que

D (f = Pm) lwre (@ n) = 1€m(f = o)l Lr@mn) T 10m(f = ) Wi, v) <

1 no 1 n—1 5
<G (§) Wweranm 4 (5)  Ilwenan <

1

1 n—1 B n—1 R
<@+C) () Mwram=Ci(5) Mwma,y 310

donde C5 = Cs(n,d,p) = Cy + Cy > 0.
Sea Cg = Cg(n,d,p) = max{Cy,Cs} > 0 de los cotas para las normas || - |[z» ¥
|| - [[wie se tiene que

1

n—k
[ (f _Pm)HW’v»P(Qm,N) < Cs (N) HfHW"aP(Qm,N) (3.18)

con k € {0,1}.

Paso 3 (Estimacion Global en || - ||y+»,k € {0,1} ): Para derivar una es-
timacion global, empezamos notando que por la propiedad (/7) del Lema m,
tenemos

flx)=1-f(z)= Z dm(x) f(x), para casi todo =z € (0,1)%.

PmEeY

Usando que f es la extension de f

f - Z ¢mpm =

me{0,...,N}4 Wkp((0,1)4)

f_ Z Qsmpm = Z ¢m(f_pm> S (319)

me{0,...,N}d Wk ((0,1)4) me{0,...,N}d WEp((0,1)4)

< Z Z ¢m(f_ Pm)

WEP(Qp, N)

.....

para cada m € {0,..., N}

Z Qbm(f_pm) < Z ||¢m<f _pm)”W’“’p(Qm,N)

me{0,...,N}4 WED(Qy

< Z H¢m(f _pm)’|W"'7p(Qm7N)a (320>

l[m—rnfleoe <1

39



Capitulo 3.  Aproximacion de funciones en normas de Sobolev

por desigualdad triangular y pues ¢,,(x) # 0 si & € supp(¢,,). Luego, para que
no se anule, x € supp(¢m) N Qan C Ly N Qs y C Qy, n. En particular, tomamos
T = % € Qm,N N Qﬁz,N = ||m — Th”goo <1

Luego, de las acotaciones y , se tiene que

1 n—k _
S 16n(F = p)lwioa, v < Co (N) S Wl (321

me{0,...,N}¢ me{0,...,N}¢
l[m—mhlgo0 <1 [[m—mn|lgoo <1

Finalmente, la afirmacion de acotacion se sigue del uso de la definicion de fy y

combinando con las ecuaciones (3.19) y (3.21)

1 (n—k)p
I = Il = X ()

me{0,...,N}4
j2

X > Ifllwnr @

me{0,...,N}9
|m—1]ee<1

(Desigualdad de Holder; ¢ =1 — 1/p)

s
Q=

(n—k)p
< ¥ aly) <l T 1, > o

me{0,...,N}¢ me{0,...,N}¢
Im—1] 0o <1 [m—1h|ee<1

(n—k)p
1
(%) % X Wl o

m€{07’N}d mE{O,,N}d
|m—171]os <1

p 1 ("—k)Pd
<apr (L) X e,

me{0,...,N}4

1 (n—k)p
S ngdp/q <N) 3d2d”f”W"P me{Om Ny Qm,N)'

me{0,...,N}d Qm,N)’

1 (n—k)p
_ Cralrtayd (N) [

Donde los ultimos dos pasos se siguen de la definicién de €2 x. Por lo tanto, tenemos:

n—k
1
If = fnllwrro1ye) < Cr (ﬁ) | fllwn ray

n—k n—k
1 1
<0iCe(5)  Whweoorm =6 (5) Wlwesou

para k € {0,1}, donde la Ecuacion se us6 en el primer y segundo paso. Aqui
Cy = Cq(n,d,p) = CE3(@+D/agd > 0 y Cg Cs(n,d,p) = C7Cg son constantes. La
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linealidad de T}, k € {0, 1} es una consecuencia de la linealidad del polinomio de
Taylor promediado.
Paso 4: Interpolacion:
Para 0 < s < 1 usamos un argumento de interpolacién de espacios de Banach.
Sea
Ay = Ay = W™P((0,1)%)

con

By = LP((0,1)%), By = W™P((0,1)%).
T:Ay— By, ||T|, <C in
- 410 0 By > N

1 n—1
T:Al _>Bla”THB1 SC(N) ,

entonces, tomando el operador T con T'f == f — fn, como T € L(Ag, By)NL(A1, By)
por el Teorema obtenemos una constante ¢ = ¢(n,d, p) > 0 tal que

||THE(anP((O,l)n),WS’P(( 1)4)) < HTH,C Wnp((0,1)4),LP((0,1)" HTHE (Wnp((0,1)4),WLr((0,1)4))
n\ l—s n—1 n—ms+ns—s n—s
1 1 1 1
<(Cs(= Cs [ = =Cs | = e —
<(e(+)) («(x)") 8<N> ()

El siguiente lema técnico cae en la formulacion para la aproximacion de monomios
localizados con una red neuronal . Usando la notaciéon y estamento (/1) del Lema
3.1.1) un monomio ¢,,(z)z* puede expresarse como el producto de componentes de
salida de una red ®,, o) con dimensioén de salida n, i.e.

]

(@) = [ [[R(Pm.a)i(2)
i=1
Dada una red ® con dimension de salida n construimos una red U4 que aproxime
el producto de las componentes de la salida de ®.

Lema 3.1.3. Sean d,m,k € N y N > 1 arbitrarios. Entonces existe una constante
¢ =c(m) > 0 tal que lo siguiente se mantiene:

Para cada € € (0, %) y cualquier red neuronal ® con dimension de entrada d
y dimension de salida n donde n < m, y con niumero de capas, neuronas y pesos
acotados por K, tal que

I[Ro(@)illwroeoryey < N¥ para ke {0,1},y 1=1,...,n. (3.22)
existe una red neuronal V. ¢ con dimension de entrada d y dimension de salida 1,

con numero de capas, neuronas, pesos acotados por KC’logQ( ) talque

< cN*e (3.23)
Wk ((0,1)%)

para k € {0,1} y alguna constante ¢ = c¢(d, m, k) > 0. Mds auin,
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R,(Veg)(x) =0 si [[IR,(®)(x)] =0,vz € (0,1)". (3.24)
i=1
Demostracion. Sea d,m,k € Ny N > 1. Haremos la prueba por induccién sobre
m € N.

Adicionalmente mostraremos que la constante ¢ = c(d,m, k) = m'~*c} donde
c1 =c1(d,m) > 0y que la red U, ¢ puede ser elegida tal que las primeras L(P) — 1
capas de U. g y @ coincidan y |R,(¥.)] < CiN para alguna constante C; =

Sim =1, elegimos U, 5 = ® Ve € (0, 3). Por lo que, vale para el caso base.

Ahora supongamos que vale para m y veamos que vale para m + 1.

Para esto, sca € € (0,3) y sea ® = ((A1,b1), (A2, b2),..., (AL, br)) es una red
neuronal con dimensiéon de entrada d y dimension de salida n con n < m + 1 con
numero de capas, neuronas y pesos acotados por K, donde A; es una matriz de
dimensiones N; X 22;10 N,y b € RN paral=1,...,L.

Caso 1: Si n < m entonces por hipotesis de induccion resulta que existe una
constante Cy = Cp(m) > 0 y una red neuronal V.4 con dimension de entrada
d y dimension de salida 1, con nimero de capas, neuronas, pesos acotados por

KCylog,(1) tal que

€

< ml_kc’kaa < (m+ 1)1_’“011“]\7’“5
Wk22((0,1)4)

para k € {0,1} y alguna constante ¢; = ¢;(d, m) > 0, usando que m® =1 = (m+1)°
y que m* < (m + 1)'. Méas aun,

Ry(Veg)(x) =0 si []IR,(®)(x)] =0,Vz € (0,1)"

i=1

Y ademas, [R,(Vea)|yproe (o0 < C1V para alguna constante 7 = Cy(d.m) > 0.

Caso 2: Ahora, supongamos que n = m+ 1 y mostramos que existen constantes
Co, & v Cy constantes dependiendo de m + 1, posiblemente diferentes de las cons-
tantes Cy, c1, y C del caso 1, respectivamente. El maximo de estas constantes dan
el resultado para redes con dimension de salida n < m + 1.

Denotamos ®,, red neuronal con dimension de entrada d y dimension de salida m
que resulta de ® removiendo la tltima neurona de salida y los pesos correspondientes.
En detalle, escribimos

(1,m) (1,m)
Ap = éﬁwl) v b = b(%wl)
ar b,
donde A"™ es una matriz de dimensiones m x S\ "% Ny v ai™" es un vector

1x YN y b e R B0 e R
Ahora definimos

P = ((An ), (Ao, ), (AR, B™))

. Usando la hipotesis de induccion y las constantes Cy, ¢q, y C del caso 1, obtenemos
que existe una red neuronal V. ¢, = ((A],0]), (45,65),..., (A}, 1},)) con dimension
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de entrada d y dimension de salida 1, con ntimero de capas, neuronas, pesos acotados
por KCylog,(1) tal que

3
m

RP(\Daﬁbm) - H[Rp(q)m)]l

i=1

< m! ek NFe (3.25)

W22 ((0,1)4)

para k € {0,1} y alguna constante ¢; = ¢1(d, m) > 0. Mas aun,

n

Ry(Veg)(z) =0 si [][R,(®)(x)] =0,Vz € (0,1)" (3.26)

i=1

Y ademas, podemos asumir por hipétesis inductiva que |R,(¥.q)| < CiN para
alguna constante C; = C1(d.m) > 0y que las primeras L(®,,) —1 = L(®) — 1 capas
de (I)m y \IIE’@m, i.e., Al = A;,Vl = 1, ceey L(CI)) — 1.

Ahora definimos la siguiente red,

i, — A/ b/ A/ b/ A/ b/ A,L’ bIL/
&% — ( 1 1)7 ( 29 2): R ( L'—1> L’fl)a CL(erl)O , ) b(m+1)
L RI,ZézL Ny L

se sigue manteniendo que las primeras L — 1 capas de \ipr y ® coinciden y \ie@ es
una red neuronal con dimensién de salida 2.

Notar que usando la ecuacion (3.25)), y de la ecuacion ((3.22) que tenemos por
hipotesis del Lema [3.1.3] y que € < 1 obtenemos

H [Rp(qjs’q))L L)) 1B (e ) v 0,1)0) <
=< Rp(\pa,@m) - H [Rp(q)m)]z + H [Rﬂ(q)m)]l
=1 L2 ((0,1)4) =1 L2 ((0,1)4)
<me+l<m+1
(3.27)
Ademas, usando la ecuacion (3.22)) que tenemos por hipotesis del Lema|3.1.3) resulta
H [Rp(\IIE@)L L)) H[Rp(q)””‘ﬂwrlHLW((O,l)d) sl<m+l (3.28)

Ahora notamos X es la red de la Proposicion con M =m+1yelmismoe. Y
definimos,
\I/&q) = >~< ® \i/&q)

Consecuentemente V. ¢ tiene dimension de entrada d y dimension de salida 1y
combinando la hipotesis de induccion con el estamento (IV') de la proposicion m
con constantes ¢ > 0,¢" = ¢’(m + 1) > 0, y observacion 2.2.1] y la hipotesis del
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Lema usando el hecho de que K, log, (é) > 1, tiene a lo sumo

L(X©®U.g) = L(X)+ L(V,. )

1 1
< (c’ log, (—) + c") + KCjlog, (—)
£ £

1
< K log, (g) 2(d 4"+ Cpy) =

= KC'log, (é)

N(Xx ©V.g) < N(X)+2N(V, )

1 1
- ( o, (_) N ) 2Ky log, (-)

1
S K10g2 (g) 2 (C/ + CH + Co) =

= KC'log, (é)

M(x ® V. g) < 2M(X)+2M (V. 4)

1 1
- ( o, (_) . ) 9Ky log, (-)

1
< K log, (g) 2(d 4+ "+ Cy) =

= KC'log, <§)

capas, neuronas y pesos respectivamente donde C' = C(m+1) = 2(¢' + "+ Cy) > 0.
Claramente las primeras L' —1 capas de V. ¢ ¥ \ilaq), y en particular las L — 1 capas.
Por lo cual, las primeras L — 1 capas de ¥. 4 y ® coinciden. Por propiedades de
aproximacion, se tiene que

m+1

Rﬂ(qjaﬁb) - H [Rp(q))]l

Wk ((0,1)4)

<
whe(ony  (3:29)
< {RP<>~<) (Rp(\ljs,i’m)7 [Rp(q))]mH) - [Rp(q))]m+1 Rp<ql5,@m)}wk,oo((071)d)

Wk ((0,1)4)

para k € {0,1}.
Empecemos con k = 0.
Para el primer término de la desigualdad (3.29), como las dos componentes de

salida de W, por m + 1 por las ecuaciones (3.27) y (3.28), pues son unos x,y
particulares en (—(m + 1),m + 1)?
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HRP(;( ( ( s<1>m> [Rp(q))]m+1) - [Rp(q))]m-u Rp(qlf-:@m)HLoo((o’l)d)
< |[7y(x
Por item (/1) resulta
||RP(>2> (Rp(\llf:‘,@m)> [Rp(q))]mﬂ) - [Rp<q))]m+1 Rp(qjaacbm)HLoo((o’l)d)
< [[Ro(x

(x,y) —x- ?JHLoo((,(mH),erl)?,drdy)

<e (3.30)

)z, y) —x- y”L°°((—(m+1),m+1)2,da:dy) =
Para el segundo término de la desigualdad (3.29), usamos que || f - g|| oo ((0,1)2) <

1/ 1 oo (0,19 [|91| oo (0,1)4) Para cualquier par de funciones f, g € L>((0, 1)4) y la ecua-
cion[3.25)con k = 0 que viene de la hipétesis inductiva, y que || [Ro(®)],in 2o (0,1)1) <

N° = 1 por hipotesis del Lema[3.1.3]

<

L>=((0,1)4)

< || [Rp(®>]m+]_HLoo((071)d) S 1-m-e (331)

L>=((0,1)4)
Luego, combinando la ecuacion (3.29)) con las ecuaciones ([3.30) obtenemos que

m+1

Ry(T.0) — [[[R,(®))

=1

<e4+m-e=(m+1)- e (3.32)
L>((0,1)4)

Ahora acotemos los dos términos de para k = 1.

Para el primer término de la desigualdad (3.29), sea h(z,y) = zy,V(z,y) €
(—(m+1),m+1)>h e Wh>((—(m+1),m+1)?), y asi R,(x)—h € W'>((—(m+
1), m+1)?) pues las dos componentes de salida de \I}E,q) por m+ 1 por las ecuaciones

(3:27) vy (3.28), pues son un x,y particulares en (—(m + 1),m + 1)? , y ademas
R,(T.4) € WH((0,1)%), por Corolario |A.2.1} existe C' = C(d) > 0 tal que

(50 (R ). (@ )]m+1)—[Rp<<1>>]m+1‘Rp<m€,¢m>\wl,w(w,l)d)—
-1 (80

| ( ) h’W“ﬁ( (=(m+1),m+1)2 |R( a<1>)|W1°°(01))

wt °°((0 n9)

- C ‘R (.T y) €: y|W1,oo ((—(m+1),m+1)2,dzdy) ‘R ( )|W1v°°((0,1)d)

Luego, por item (/1) para k = 1, y por estar las componentes de \11574, acotadas
en la norma W por C; N y N respectivamente, se tiene que

|Rﬂ(>~<) (RP(\IIE,‘I’m)7 [Rp(q)>]m+1> - [Rp<q))]m+1 ' RP(\Ijé ‘Pm)‘Wl,oo((O’l)d)

RP(;()(xvy) - y|W1,oo ((—(m+1),m+1)2,dzdy) ‘R ( )|le°°((0,1)d) <
< Cemax{CyN, N} < Cméx{Cy,1}Ne = C!Ne (3.33)
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Para el segundo término de la desigualdad [3.29] usando Lema [A.2.2] con p =
oo para [Ry(®)],,,, € W'*(Qun), Rp(Tew,,) — [ [Rp(P)], € WH2(Quw)
entonces [Ry(®)], .1 (Rpo(Vea,,) — [Ty [Ro(®)],) inW > (Qnn) y

[Rp(q))]de (Rp<\1/€,<1>m) - H [RA@)L)

i=1

WL ((0,1)%)

< RA®)], [y oy - || B em) = [T 1Ro(®)),
i=1 L7 ((0,1)7)
B,y ooy - | Bo(We) = [T [Ro(@)),
i=1 WL ((0,1)%)

Por la ecuacion [3.25(con £ = 0,y &k = 1 que viene de la hip6tesis inductiva, y
que [|[Ry(®)illwroo(o1ysy < N¥ para k€ {0,1} por hipotesis del Lema se
tiene que

WP ((0,1)4)

S HRP((I))]m—s—l‘Wl,oo((o,l)d) ) RP(\I}Eﬁbm) - H [Rp(q)>]l
=1 Lr((0,1)4)
HI TR D)4 000 - [Ro(Vew,) = [ [Ro(D)],
=1 WL ((0,1)4)

< N-me+1-¢Ne=c|Ne, (3.34)

donde ¢, = dj(d,m+ 1) =m+ ¢;.
Luego, combinando la ecuacion (3.29) con las ecuaciones (3.33)) y (3.34) obtene-

mos que

m+1

Ry(V.) — [ [[R(®)):

=1

< C{Ne + | Ne = (C] + ¢})Ne = ¢/Ne (3.35)
Whee((0,1)%)

donde ¢/ = (d+1,m)=C]+c, >0
Luego, por las ecuaciones ([3.32)) y (3.35)), y usando que N > 1, se tiene que

m+1
< (m+1)6+6/1/N5 = (m‘i‘l"‘C,l/)N& _ CllllNa
Wleo((0,1)9)

(3.36)
donde ¢ =c"(d+1,m)=m+ 1+ > 0.
Ahora probemos para m+ 1. Supongamos que [R,(®)];(z) = 0 para algtn
le{l,...,m+1} yx e (0,1)% Sil < m, entonces por la ecuacién implica
que

BolVe0)] (@) = B(¥e, ) (@) = 0.
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Sil=m+1
Ro(B.0)] (@) = [Ry(®)],,, () =0
Por lo tanto, por item (/) de la Proposicion [3.1.4] se tiene que

Ry(V.0)(2) = Ry(X) (Ro(Vea,,)(2), [Rp(®)],,,,, () = 0.
Finalmente, tenemos que mostrar que existe una constante C7 = C7(d,m +1) > 0
tal que
IRy(W.0)| < CIN (3.37)

Por lo que como R,(x) € W'°((—(m + 1), m + 1)?) pues las dos componentes
de salida de \i/g@ por m + 1 por las ecuaciones y , pues son un z,¥y
particulares en (—(m+1),m+1)%, y ademés R,(V. s) € W1>((0,1)%), por Corolario
, existe C' = C(d) > 0 tal que

|Rp<\pg,q>)’w1,oo((0’1)d) = ‘Rp(i) o} Rp(\I’€7q>)‘W1700((071)d) =

< CIR, (%) lwros ((~tmr1ymi1)2) * |1 Bo(Pe0) e (0,1

Por la proposicion item (I11) con constante ¢ > 0 y con un argumento

como en (3.33)) se tiene que
|Rp(Ve ) |ypie (ory) < C - &+ (m+1) - méx{C1 N, N} = CY N (3.38)

donde CY = C'(d,m+1)=C-é¢-(m+1) - méx{Cy,1} > 0.
O

En el siguiente lema, aproximaremos una suma de polinomios localizados con
una red neuronal. Una de las dificultades es controlar la derivada de las funciones
localizadas desde la particion de la unidad.

Lema 3.1.4. Sea d,N € Nyn € Nxy, 1 <p<ooysea V=V(dN)={¢,:mée
{0,...,N}4} la particion de la unidad del Lema|3.1.1. Entonces existen constantes
Cy1 = Ci(n,d,p,s) >0, y Cy = Cy(n,d) >0, C3 = C3(n,d) > 0 con las siguientes
propiedades:

Para cada ¢ € (0, %), existe una arquitectura de red neuronal A. = A.(d,n, N, ¢)
con dimension de entrada d y dimension de salida 1 con a lo sumo Cy log2(§) numero
de capas, y Cs logQ(é) pesos y neuronas tal que lo siquiente se mantiene:

Sea f € W™P((0,1)%) y pu(z) = prm(z) = D lal<n—1 Cfmal®  para m €
{0,..., N} los polinomios del Lema entones existe una red neuronal Pp,.
que tiene arquitectura A, tal que

Y. bwpim— Ro(Ppe) < Cull fllwnr o0 N e (3.39)
WP ((0,1))

Demostracion. Paso 1:(Aproximacion de monomios localizados ¢,,(x)x%)
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Sea |a| <n—1yme{0,..., N} Es facil ver que existe una red neuronal ®,
con dimension de entrada d y dimension de salida |a| con una capa y a lo sumo n—1
pesos y n — 1 + d neuronas.

|al

¥ = H [R,(®,)], (¥) para casi todo z € (0,1)
1=1
||[Rp(@a)]l}|wm((o7l)d) <1LVli=1,... |al,y ke{0,1}. (3.40)

En efecto, sea para i = 1,...,d ® = (A},b}) con A% == [0,...,1,...,0] el vector
fila de dimension 1 x d que tiene un uno en la componente ¢, y bj = 0 que es un
nimero en R. Asi, &' = (A%, b}) es una red neuronal con una capa, un peso no nulo
y d + 1 neuronas y es tal que para z € (0,1)?

T

Ry(®")(z) = Alz + by = [0,...,1,...,0] |2 | +0=u;,

ademés

| R, (' <1, ke{0,1}. (3.41)

Mooy
Pues [ Ry(D) | oo (0,190 = |71 = 21 <[] < 1y [[Rp(D) s
1 pues %Il :(53'1' VJ = 1,...,d.

J

0,1)4) = méx{|z;, 1} <

Luego, sea
o 1 1 $2 2 d d
O, =P(P,..., 0, 0% ... P ... DY DY),
~ ~ - ~~ - N~—
ajveces agveces agveces
Entonces @, es una red neuronal con a lo sumo L(®,) = max{®!, ... &I} = 1 capas,

M(®,) = Zle a;M(®") = |a| <n — 1 pesos no nulos, y N(®,) = Zle a;N(®%) —
d(lo| = 1) =af - (d+1)—d- (Jo| = 1) = |a] + d < n — 1+ d neuronas. Y ademés
resulta

] o1 ||
H [Rp(Pa)]; () = H [Ry(®a)], () H (R, (®a)], () = o 5t = a®
= =1 =5 o

para casi todo z € (0,1) |y

||[Rp(@a)]l}|ww((oyl)d) <1LVli=1,...,|lal,y ke{0,1}.

Sea ahora, ®,, la red neuronal C,c > 1 las constantes del item (V') del Lema

3.1.1, y definimos
D, 0 = P(P,, D,)

Entonces ®,,, tiene a lo sumo L(®,,,) = méx{3,1} = 3 < K, capas, M (D, )
M(®,,) + M(®,) < Cd+n—1 < Ky pesos no nulos y N(®,,,,) = N(P,,)

+
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N(@®,) —d<Cd+n—-1+d—d=Cd+n—1< Ky neuronas, para una constante
K() = Ko(nd) eN y

loe|+d d loe|+-d
H [Ry(Prn,0)]; () = H [Bp(Prma)]; (2) H [Ry(Prn,a)]; () = Pm(z)z®.

para casi todo z € (0,1)4. Ademas,

H[Rp(q>m,a)]lHWW((OJM <1,Vl=1,...,|la|+dy ke{01}.

pues [|[Ro(@oma)lil|pwioryyy < LV = L1ioooilal +d y [[[Bo(@ma)lill i onye <
CNNVl=1,....d,y H[Rp(q’m,a)h\\wm((o1)d) <1< CONNVl=d+1,....,|a|+d.
Para construir una aproximacién del monomio localizado ¢, (x)x®, sea W, (1, o) la

red neuronal del lema [3.1.3(con @, , en lugar de ®, m =n—1+d e N, K = K, € N
y CN en lugar de N) param € {0,...,N}?y a € Nd, |a| <n — 1. Entonces existe
una constante Cy = Cy(n,d) > 1 tal que W, (, o) tiene a lo sumo Cjlogy(2) capas,
nimero de neuronas y pesos, pues K esta fijo. Méas atin,

[[6m ()2 = Ro(We (m,0)) (@) ||y 010y =
|a|+-d

= H [Rp(Prma)]; (2) = Bp(Ve (m,a)) (@) < NPe. (3.42)
= WL ((0,1)4)

para alguna constante ¢ = ¢/(n,d, k) >0y k€ {0,1} y

|al+d
Ry(Ye ma))(®) =0 si ¢p(r)z” = H [Ry(Prma)], (x) =0,Vx € (0, 1% (3.43)

=1

Paso 2 (Construimos una arquitectura aceptable de aproximando sumas
de polinomios localizados) Ponemos

M= [{(m,a)im e {0,... N} a € N, Jo] <n — 1}

y definimos la matriz Agy € RM por Agu = [cma : m € {0,...,N}¥ a €

N, |a| < n — 1] y red neuronal @y, = ((Asum, 0)) con dimensién de entrada M y

dimension de salida 1, con a lo sumo 1 capa, M pesos no nulos y M + 1 neuronas.
Finalmente, ponemos

Dp. = Py © P (Ve oy :m € {0,...,N}, a €N, |a| <n—1)

Entonces existen constantes Cy = Cy(n,d),Cs = Cs(n,p) > 0 tal que ®p,. con di-
mension de entrada d y con dimension de salida 1, usando el hecho de que C}, log, (%) >
ly M <(N+1)%(n—1)% tiene a lo sumo

L(®p.) = L(Psum) + max L(Y. (m,a))

me{0,...,N},aeNg,|a|<n—1

<1+ C)log, (é) < (Cy +1)log, (é)

1
- CZ logl <g> )
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M(CDP,E) S 2M((I)sum) + 2 Z M(\Ps,(m,a))
me{0,...,N}4,aeNG,|a|<n—1
1 1
g g

< 4(N + l)d(n — 1)dC1 log, <§> < Cslog, (é) 7

N(©P75) S 2N(¢Sum) +2 Z N(\Pa,(m,a)>
me{0,...,N}4,aeNg |a|<n—1

1 1
<2(M +1) +2MC log, (g) < 4M + 2MC1 log, <E>

1 1 1
< 0MCylog, (1) < 60N+ 1) - 1o (1) = Catows (1),

capas, pesos no nulos y neuronas respectivamente, donde Cy = Cy(n,d) = C1+1 >0
y C3 = Cs(n,d) = 6(N +1)%(n — 1)*Cylog, (1) > 0,y
Rp((DP,E) - Z Cm,aRp(\Ije,(m,a))-

me{0,...,N}4,aeNd |a|<n—1

P p. solo depende de py,,(y asi de f) por sus coeficientes ¢, o. Ahora, es facil ver
que existe una arquitectura A. = A.(d,n, N,e) con L(A.) < Cylog, (%) capas, y
numero de neuronas y pesos acotados por Cjs log, (%) tal que ®p. tiene arquitectura
A, para cualquier eleccién de coeficientes ¢, o ¥ por lo tanto para cualquier eleccion

de f.

Paso 3(Estimacion del error de aproximacion en || - ||yws, k € {0,1} ).
Para cada m € {0,..., N}¢ ponemos,
m

Y obtenemos para k € {0,1}

p

Y. On(@)pn(r) = Ry(Ppe)(2) =

Whp((0,1)%dx)
P

=1 Y Y i (@n(@)2® = Ry(e o) (@) <

me{0,..,N}4 |a|<n—1 Wk ((0,1)4);dz

< Y Y Y e (6ul@)e® — BW)@)

= d d _
me{0,...,N}? ||me{0,...,N}9 |a|<n—1 WD (2 nN(0,1):da)

(3.44)

-----

tenemos que
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ST e (bm(@)2® = Ry(Ve ) () <

d —
me{0,...,N}4 |a|<n—1 Wk (i x(0,1):dz)

Y Y el 6005 — BV e, oy <

me{0,...,N}4 |a|<n—1

<a D D0 M lwrren o N[00 (@)2* = Rp(Wen.a) @)t vooytan

me{0,...,N}¢ |a|<n—1

(3.45)

por desigualdad triangular y ¢; = ¢1(n,d) > 0 la constante de la acotacion de las
constantes ¢, en el Lema
Ahora, tenemos que

||¢m(5’7)33a — Ry(Ve (mo)) (@ HWM (. nyN(0,1)4;dz) S

<A (Qm,N N (0, 1)d); d+1)» H¢m - Rp(\ps,(m,a))(x)

[

||W’“»°°(Qm,Nﬁ(0,l)d§dI) =

da
2
< (N) (d+1)» H¢m T)r- — Rp(quv(mva))(‘r)||ka°°(Qm,Nﬂ(0,1)d;dx) -

d
1\ 7
= a(7) 190" = ByWetin) ey s

donde A denota la medida de Lebesgue y usamos que A (Qﬁ%N N (0, 1)d) < (%)d

c3 = c3(d,p) = (d+ 1)% .25 > 0 es una constante.

Combinando lo anterior con la ecuacion (3.45)), usando el Lema item (I117)
(razonamiento visto en la demostracion del lema (3.1.2)) y por la ecuacion (3.42)) ,
obtenemos

ST e (9m(@)2® = Ry(Ve ) (@) <

me{0,...,N}d |a|<n—1 W (@ (01 sd2)
d
_ 1\
car X5 Iflwon, 0¥ ()
me{0,...,N}4 |a|<n—1

X || ()2 — RP(‘I'E’(WQ))(:C)Hwk,oo(gm’m(o,nd;dx) =

da
N 1\ »
o X Wienowr (1)

me{0,...,N}¢ |a|<n-1
llm—i||ge0 <1

X ||¢m(‘r)xa - RP<‘I]57(muO‘))(SE> HW’V’(’O(Q,;LYNO(O,l)d;d:E)

§C4CINk€ Z Z Hf”wn—l,p(gm’N) (346)

me{0,...,N}¢ |a|<n—1
Im—mmllgee <1

donde ¢4 = ¢4(n,d,p) = c1c3 > 0.
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Luego, usando que [{a:a € Nd |of <n —1}] < (n —1)¢

y por desigualdad de
Holder con ¢ =1 — %,

S5 Wil o <Y
me{0,...,.N}¢ |a|<n—1
[m—rmlleeo <1

I fllwn-1p(0p ) <

me{0,...,N}¢
[lm—mm || o0 <1

B =

<=8 Y e, | 347

me{0,...,N}¢
[m—m|| oo <1

Juntando las ecuaciones (3.46)) y (3.47) obtenemos,

Z Cbm( )pm( ) ((I)Pa)( ) <

Wk ((0,1)4;dz)

< (C4CI3d/q(n - 1)de5) Z Z ||fHWn L (Qp N)

me{0,...,N}4 me{0,....N}¢
||m mH[oo<1

< (esd3¥(n — 1) )kapEprHWn Lp(Rd) =

< Crlea39(n — DN FI o = SN Bynonrsy (3:48)

donde hacemos lo mismo que en el Paso 3 de la demostracion del Lema [3.1.2] y

cs = cs(n,d,p, k) = Cplc,d3%(n — 1)1)P > 0 es una constante. Por lo tanto,
obtenemos

> tm(@)pm(x) = Ry(@pe)(2) < esN| fllwnr(o,)n. (349)

Wkr((0,1)%;dx)
Con lo cual, queda probado para los casos s =0y s = 1.

Paso 4(Interpolacién). Para 0 < s < 1 usando el Corolario con By =

L2((0,1)), By = W((0, 1)), y u(z) = 3=,.cq0... 532 Om(2)Pm(2) — Rp(Ppe)(7), ¥
usando la ecuacion (3.49) para k =0y k =1 se tiene que

S Gn(@)pmle) — By(®p)(0) <

W ((0,1)%de)

<Ol Y dml@)pnlr) = Ry(®p)(2)

me{0,...,N}2

|l b)) - Ry(®p) (@)

mef{0,...,N}d

W ((0,1)%):d)
< C(es(n, p, d, 0)N || fllwna(o,1)n)' > (cs(n, p, d, YNl flwna(0,1)9))°

= Ces(n,p,d,0) 5cs(n, p, d, DN3e|| fllwnre o,y =
= CGNSZ‘?Hf||Ww<(o,1)dl)-
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3.1. Cotas superiores

donde C' = C(s,p) > 0 constante del Corolario|A.1.1] y ponemos ¢g = cg(n.p.d.s) =
= Ccs(n,p,d,0) " %c5(n, p,d, 1)* > 0. Esto concluye la prueba del Lema. ]

3.1.3. Demostracion del Teorema principal

Ahora, estamos en condiciones de probar el Teorema [3.1.1]
Demostracion del Teorema [3.1.1]. La demostracion se puede dividir en dos pasos:
Primero, aproximamos la funciéon f mediante una suma de polinomios localizados y
luego aproximamos esta suma mediante una red neuronal.

Para el primer paso, definimos

vl ]

donde C' = C(n,d,p) > 0 es la constante del Lema Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que C'B > 1. El mismo lema implica que si ¥ = V(d, N) = {¢p, :
m € {0,...,N}?} es la particion de la unidad del Lema [3.1.1} entonces existen

polinomios py,(z) = 37|, <; tm,az® param € {0,... , N} tales que
1 n—s 1 n—s
f= . Oubm <Clflwnson () <CBl%
me{0,...,N}4 Wep((0,1)4)
£ £
B——-=%
s¢ 2CB 2

(3.51)

usando que N > (253)_1/(n_5) = N"" 2 565 = (%)n_s < 2CTB
Para el segundo paso, sean C; = Ci(n,d,p,s) > 0, Co = Cy(n,d) > 0y
C3 = C3(n,d) > 0 las constantes del Lema y sea ®p. la red neuronal pro-

porcionada por el Lema con £V("=%) /(8CB?C}) en lugar de ¢ . Usando el
hecho que log, (e ™/("=%)) (2C'B) /e > 1, entonces @, tiene a lo sumo

Cylog,(8CB*Cye™"/"") = Cy(log,(8C B>Ch) + log, (7))
< (Cy(log,(8C'B2CY) + 1) log, (e 7™/ (n=9))
= (' log, (e (=9))

capas para una constante C' = C’(n,d,p, B,s) = Cy(logy(8CB?*C;) +1 >0y alo
sumo

e \-1/(n-s) d )
—n/(n—s)
C, ((203) + 2) log,(8C B2Ci e )

—d(n—s)
< (53" (25 B) log,(8C B2C, e~/ (=9))

_ ngd(QCB)d/(n_S)E_d/(n_s)
_ Clle—d/(n—s) log2(€—n/(n—s))7

para una constante C” = C"(n, d, p, B, s) = C334(2C B)¥("=*) > 0 pesos no nulos y
neuronas.
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Capitulo 3.  Aproximacion de funciones en normas de Sobolev

gn/(nfs)

G{OZN}d GmpPm — Ry(Ppe) < C'1||fHWW((o,l)d)NS8OTQC1

WsP((0,1)4)

e \—1/(n—s) § gn/(n—s)
<(CB 1) ————
= ((203) * ) SCB?

< OB ( £ )S/(ns) 1 8”/(”_5)
- 2CB 8C'B?’

donde en el tltimo paso usamos la desigualdad (z + y)? < 2% + ¥ para z,y > 0y
0 < @ < 1. Continuamos lo anterior usando el hecho de que (2CB)*"=*) < 20B
pues 2CB > 1y s/(n—s) < 1, y obtenemos

€ —s/(n—s) 5”/(”*5) 1
B 1 < 2C'B n/(n—s)
¢ ((203) + ) SCEE = 3opec, HOBe )

<

€
__ (20Be+20Be) ==
< sopc, 20Be+20Be) = 5

Por lo que, de lo anterior,

Z gbmpm - Rp (CI)P,S) S

me{0,...,N}d

(3.52)

DO | ™

wp((0,1)4)

Por lo tanto, usando desigualdad triangular y las ecuaciones (3.51)) y (3.52]) obtene-

mos,

If = RP(CI)P,E)HWs,p((o,l)d) <|\\f- Z PmPm

me{0,...,N}d Wsp((0,1)4)

+ Z gbmpm - Rp(q)P,e)

me{0,...,N}d WP ((0,1)4)

<-+5=¢

€
2

DO | ™

lo que concluye la prueba. O

3.2. Acotacion inferior de complejidad

Ahora enunciaremos un resultado sobre cotas inferiores y mostramos que el mismo
compromiso entre regularidad y complejidad, que se puede observar en las cotas
superiores, también se puede demostrar para las cotas inferiores de complejidad. En
Yarotsky [I3] se prueba que una apropiada arquitectura puede aproximar cualquier
funcion f € F,, 4001 con un error en norma L menor que ¢ con al menos c- g%/
pesos. Acé se extiende este resultado de aproximacion al caso de norma W1He°,
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3.2. Acotacién inferior de complejidad

Teorema 3.2.1. Sea d € N;n € Ns9,1 < p < 00,B > 0,0 < s < 1. Entonces,
existe una constante ¢ = c¢(d,n,p, B,s) > 0 con la siguiente propiedad:

Si Ve € (0, %) existe una arquitectura de red neuronal A. = A.(d,n,p, B, s,¢)
con dimension de entrada d y dimension de salida 1 tal que Vf € F, ap5 hay una
red neuronal ®! con arquitectura A, tal que

1R(21) = fllwenoe) <.

—d
Entonces A. al menos M(A.) > c2=F pesos.

Las cotas superiores para el niimero de pesos y neuronas son del orden O (=% ("=9)),
y asi depende fuertemente de la dimension d del espacio de entrada. Més atn, las
constantes en la cota superior para el nimero de capas, pesos y neuronas también
crecen exponencialmente cuando crece d. Aunque todavia existe una brecha entre
nuestras cotas superior e inferior para los pesos de una arquitectura de red, el Teo-

rema [3.2.T] muestra que no se puede esperar eludir la maldicion de la dimension en
este contexto.
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Apéndice A

Definiciones y resultados necesarios

A.1. Espacios de interpolacién:

Para las definiciones y el Lema seguimos [10].

Definicion A.1.1. Si By, B; son espacios de Banach tal que B; esta continuamente
embebido en By, escribimos By C By y que (By, By) pareja de interpolacion.

Definicion A.1.2. Sea (By, B;) pareja de interpolacion. Para cualquier u € By y
t > 0, definimos

K (t,u, Bo, By) := inf (Ju = ollm, + 1v]15,)

Definicion A.1.3. Sea (By, B;) pareja de interpolacion. 0 < 6 <1y 1 <p < oo.
Ponemos

1
K (t,u, By, BI)P%)? si 1<p<oo
lullnmg, = Lo~ KL Bo B e st 1< p < oo
SUPg<icoo b K (t, u, BO,Bl) si p=
Mas aun, definimos el conjunto
(B(),Bl)ap = {u € By : ||u||(BO7B1)0,p < OO} . (A].)

La norma u + ||ul|(B,,5,),, hace (Bo, Bi)g, un espacio de Banach. que es llamado
espacio de interpolaciéon real.

Lema A.1.1. Sea 1 < p < o0.
» si (By, By) es una pareja de interpolacion y 0 < 0 < 0y < 1,

B, C BQQ’p - Bg’p C By.

» si B es un espacio de Banach y 0 < 0 < 1, entonces (B, B)y, = B.

Uno de los teoremas més importantes en la teoria de interpolacién muestra como
la norma del operador sobre una pareja de interpolacion se relaciona con la norma
del operador con respecto a los espacios de interpolacion correspondientes.
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A.2. Espacios de Sobolev

Teorema A.1.1. Sean (Ao, A1), (Bo, B1) dos parejas de interpolacion. St T €
L(Ao, By) N L(A1, By), entonces T € L(Agyp, Bop) para cualquier 0 < 6 < 1y
1 <p<oo. Ademds,

1T 20,0800 < W10, o) 1T N1 50
Como corolario del teorema anterior, el siguiente resultado es obtenido.

Corolario A.1.1. Sea (By, By) una pareja de interpolacion. Mds ain, sean 0 < 0 <
1 y1<p<oo, entonces existe una constante ¢ = c(0,p) > 0 tal que Yu € By

lull g, < ellull s, lulls,

Para el caso p = 00, ¢(f,00) = 1.

A.2. Espacios de Sobolev

En esta seccion, damos una breve introduccién a los espacios de Sobolev y presenta-
mos conceptos relacionados que son importantes para la demostracion del Teorema
B.I11

Para toda esta seccion, sea d € Ny, salvo que se indique lo contrario, sea  C R¢
un subconjunto abierto de R?. La siguiente definicién se puede encontrar en el |2,
Capitulo 4].

Para p € [1, 00|, denotamos por LP(£2) el espacio estandar de Lebesgue sobre €.

Definicion A.2.1. Sean € Ny 1 < p < oo, definimos
Wm™P(Q) = {f € LP(Q) : D*f € LP(Q)Ya € Nicon|a| < n}.
Mas atn, para f € W™P(Q) y 1 < p < oo, definimos la norma

1/p

Wl = | 32 1Dy

0<|a|<n

I llwneie) = mdx 10l
Escribimos Vf := (D1 f,..., Dyqf). Ademas, el espacio W™P()), equipado con la
norma || ||wn»(q), €s un espacio de Banach. Para f € W™P(2), usaremos la notacion

[ llwne@) = [ fllwne = 1F (@) llwn e (@)

si el dominio es claro en el contexto o si queremos enfatizar la variable x de la cual
depende la funcion f, respectivamente.

Sin = 0, entonces el espacio de Sobolev es simplemente un espacio de Lebesgue,
es decir, WoP(Q) = LP(Q).

Muchos resultados sobre espacios de funciones definidos en un dominio €2 requie-
ren que {2 cumpla ciertas condiciones de regularidad.

Para nuestro proposito, es suficiente enfocarnos en la condicién introducida en
la siguiente definicion enunciada en [5, Apéndice C.1].
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Apéndice A. Definiciones y resultados necesarios

Definicién A.2.2. Decimos que un conjunto abierto y acotado 2 C R? es un
dominio Lipschitz si para cada xqg € 0f), existe r > 0 y una funciéon Lipschitz
continua ¢ : R — R tal que

QN B, (x0) = {:UEBH(xo):xd>g(x1,...,:cd,1)}
después de una posible reetiquetacion y reordenamiento de los ejes coordenados.
En lo que sigue trabajaremos solo con dominios convexos. Mas atin, todo conjunto
abierto, acotado y convexo es un dominio de Lipschitz.

Enunciaremos un teorema de Extensiéon que usaremos en la demostracion de
varios lemas, este resultado esta enunciado en [I1], Teorema VI.3.1.5|.

Teorema A.2.1. Sea D dominio de Lipschitz. Entonces existe un operador lineal
E que mapea funciones sobre D a funciones sobre R? con las siguientes propiedades.

(1) E(f)|p = f, esto es E es un operador extension.

(11) E mapea WFP(Q) a W*P(R?) de manera continua, para todo 1 <p < oo y k
entero no neqativo.

A.2.1. Espacio de Sobolev Fraccionarios

Los espacios de Sobolev fraccionarios juegan un papel importante en el analisis de
ecuaciones en derivadas parciales. En particular, caracterizan la regularidad de las
funciones de los espacios de Sobolev definidos en un dominio {2 cuando se restringen
a la frontera 02, donde la restriccion se realiza mediante un operador de traza.

A continuacion, definimos los espacios de orden fraccionario en términos de una
norma intrinseca.

Definicion A.2.3 (Espacios de Sobolev—Slobodeckij). Sea 0 < s < 1y 1 <
p < 00. Definimos

Wer(Q) := {f € L"(Q) : || fllwsr() < oo}
con para 1 < p < 00,

1/p
||f||Ws,p = <||f||LPQ)+//<|x_y|s+d/2’>)

y
, |f(z) = fy)]
| fllwnoor) = max{||f||Loo(Q) , €S8 supxyyeﬂw :
El espacio W*P(§2), equipado con la norma || - ||ys.»r (), es un espacio de Banach,

llamado espacios de Sobolev-Slobodeckij.
Definicién A.2.4. Ponemos paran € Ngyym e Ny 1 <p < oo
WP (QRY = {(f1,..., fm): fi EW™P(Q),Vi=1,...,m}.

con

m 1/p
Il ) = (Z ||fz-||€vn,p(m>
i=1

[fllwneo@) = méx | fillynaq)

EARRE N
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A.2. Espacios de Sobolev

Estos nuevamente son espacios de Banach.

Definicion A.2.5. Sea n,k € Nycon k < n,m € Ny 1 < p < oo. Para f €
WmP(Q;R™), definimos la semi-norma de Sobolev como

1/p
| flwes@mm) == Z ||Dafi||z£p(g) ; Pparal<p<oo,
i=1,...,m,|a|=k
y
| flwkoemmy = méx — |[D*fi]|1(o).
i=1,....m,|a|=k
Para k = 1 solo escribimos | - [y+». Notamos que | - |yo» coincide con || - || ».

Son faciles de probar los siguientes lemas sobre la composiciéon y el producto de
funciones en espacios de Sobolev.

Lema A.2.1. Seand,m € Ny Q; C RY.Qy C R™. Sea f: Q; — Qs una funcion Ly -
Lipschitz y g : Q25 — R una funcion Lo- Lipschitz para alguna Ly, Ly > 0. Entonces
la composicion go f : Q1 — R es (Ly - Ly)— Lipschitz.

Corolario A.2.1. Sean d,m € N y Q; C R¢, Qy, C R™ ambos abiertos acotados
y convezos. Entonces, existe una constante C = C(d,m) > 0 con las siguientes
propiedades:

Si f e Whe(QuR™) y g € WHe(Qy) son representantes Lipschitz continuos
tal que ranf C s entonces, para la composicion go f : 1 — R se mantiene que
go f e Wh(Q,)y tenemos

90 flwreen) < Clglwree @) | flwree o, ra)

lg o fllwreo,) < Cmax {llgllze (), [9lwr @ flwre@ize } -

Lema A.2.2. Sea f € W'>®(Q) y g € WHP(Q) , entonces fg € WHP(Q) y existe
una constante C' = C(d,p) > 0 tal que

|falwree@) < C (Iflwree@llgllizoe@) + 1@ lglwre) -
Para p =00, C =1.

En el siguiente resultado mostramos que interpolamos espacios de Sobolev con
exponentes enteros, es equivalente al espacio de Sobolev fraccionario W, bajo cierta
condicion de regularidad en el dominio ).

Teorema A.2.2. Sea Q C R? un dominio Lipschitz. Entonces para 0 < s < 1 y
1 < p < oo tenemos que,

WHP(Q) = (LP(Q), WhHe (2))sp
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Apéndice A. Definiciones y resultados necesarios

A.2.2. Polinomio de Taylor promediado.

Introducimos una generalizaciéon de los polinomios de Taylor, que es una de las
herramientas clave en la demostracion del Teorema Las demostraciones de los
resultados que nombramos se encuentran en [IJ.

Definiciéon A.2.6. Sean e N, 1 <p<ocoy fe WP (Q),yzy €N, r>0tal que
para la bola B := B, (), y se mantiene B CC § (B subconjunto compacto en
Q). El correspondiente polinomio de Taylor promediado de orden n de f alrededor
de B esta definido para x € €2 como

Q" f(x) = / T f(2)b(y)dy, (A2)

donde
)= Y D) -y (A3)

|a|<n—1

y ¢ es una funcién cut-off arbitraria soportada en B, i.e.,

¢ € C°(RY) con ¢(x) >0,V € R,

suppp = By ¢(x)dr = 1,
Rn

Observacion A.2.1. Por la linealidad de la derivada débil, es facil concluir que el
polinomio promediado y el polinomio de Taylor promediado es lineal en f.

Recordemos que el polinomio de Taylor promediado se define mediante una in-
tegral y alguna funcién cut-off que realiza un promedio de una expresién poli-
némica (A.3)).

Ademas, el siguiente lema muestra que el polinomio de Taylor promediado de
orden n es, de hecho, un polinomio de grado menor que n en x.

Lema A.2.3. Sean e NN1<p<ooy feW" Q) yroe Q,r>0R>1
tal que para la bola B = B, (%), y se mantiene B CC Q y B C Bp|.|,~(0). El
polinomio de Taylor promediado de orden n de f alrededor de B puede ser escrito

an(x): Z Cal® (A4)

la|<n—1

para x € 2.
Mds ain, eziste una constante ¢ = c¢(n,d, R) > 0 tal que los coeficientes c, son
acotados con |co| < cr=YP|| fllwn-15(q) para todo a con |af <n — 1.

El siguiente paso es derivar propiedades de aproximaciéon del polinomio de Taylor
promediado. Para este fin, recordemos que, en la expansion de Taylor (estandar) de
una funcion f definida en un dominio €2, para que la aproximacién en algin punto
To + h sea vélida, todo el camino xq + th para 0 < ¢ < 1 debe estar contenido en (2,

En el caso del polinomio de Taylor promediado, el punto de expansion z se
reemplaza por una bola B, y requerimos que el camino entre cada o € B y cada
x € () esté contenido en (2.

Esta condiciéon geométrica se precisa en la siguiente definicion.
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A.2. Espacios de Sobolev

Definicién A.2.7. Sean 2, B C R?. Entonces ) es llamada estrellada con respecto
a B si
conv({z} UB) C Q,Vx € Q.

La siguiente definiciéon introduce una nocién geométrica que se vuelve importante
cuando se considera una familia de subdivisiones 7", con 0 < h < 1, de un dominio
Q) que se vuelve més fina a medida que h disminuye.

Usualmente, es necesario controlar la no-degeneracion de (7"), lo cual se puede
lograr, por ejemplo, mediante un parametro de grosor uniformemente acotado.

Definicién A.2.8. Sea 2 C R? conjunto acotado. Definimos el conjunto
R = {r > 0: 3z, € Q talque Q es estrellada respecto a B,.|(zo)} .

Si R # (), entonces definimos,

diam(€2)

r

*
max

Tmax ‘= SUpR  y llamamos v =

*
max

el parametro de Chunkines de €.

Para enfatizar la dependencia del conjunto €2, ocasionalmente escribiremos 7y, (€2)

y 7(€2)
Finalmente, el siguiente lema muestra las propiedades de aproximacion del poli-
nomio de Taylor promediado.

Lema A.2.4 (Bramble-Hilbert). Sea Q € R? un conjunto abierto y acotado,
g € Q yr >0 tal que Q es estrellada respecto a B := B, |(z0), y r > (1/2)r}

max*
Mas ain, sean € N;1 < p < oo y denotamos ~ el parametro de Chunkines de ).
Entonces existe una constante C' = C(n,d,~y) > 0 tal que para toda f € W™P(Q),

|f - an’Wk*p(Q) < Chn_k|f|W"*p(Q)7 para k= 07 17 s 1,

donde Q" f es el polinomio promediado de orden n de f alrededor de B y h =
diam(€2).

Una prueba puede encontrarse en Lema 4.3.8 (Brener- Scott).
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