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Resumen

En esta tesis se obtienen avances sobre el conocimiento del calculo de variaciones
fraccionario, tanto en lo referido al desarrollo tedrico, como en la aplicaciéon del mismo
a problemas de manejo poblacional.

En primer lugar se establecen condiciones de optimalidad de problemas variacionales, tanto
en su version clésica (con derivadas de orden entero), como en su versién fraccionaria (con
derivadas de orden real positivo). Esto es, se encuentran condiciones necesarias, llamadas
ecuaciones de Euler-Lagrange. Al existir diferentes definiciones de derivada fraccionaria, se
obtienen diferentes tipos de ecuaciones de Euler-Lagrange para los problemas fraccionarios.
Luego, se presenta un analisis de una ecuacion diferencial cibica fraccionaria, que es una
generalizacién de diferentes versiones de ecuaciones logisticas fraccionarias. El objetivo de
esto, es comparar la evolucion de cierto recurso renovable o poblaciéon de cierta especie
para diferentes valores fraccionarios de la derivada y observar como afecta a su crecimiento.
Cuando la ecuacion logistica es usada para describir la evolucién natural de cierta especie,
es logico pensar en la explotacién de este recurso. Por este motivo, a continuacion se
trata un problema de control fraccionario que modeliza la optimizacién de la ganancia
obtenida mediante la explotacién de dicho recurso natural, cuya dindmica esta gobernada
por una de las ecuaciones logisticas fraccionarias vistas. Se desarrollan diferentes técnicas
de resolucién, tanto para el caso clasico como para el caso fraccionario y se realiza una
comparacion entre ambos modelos implementando simulaciones numéricas.

Finalmente, se realiza una comparacion de los diferentes métodos de optimalidad de ciertos
problemas variacionales fraccionarios. Debido a la dificultad de las ecuaciones diferenciales
fraccionarias, se presenta un nuevo método numérico para la resolucién de problemas

variacionales fraccionarios que no necesita trabajar con la ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Introduccion

El célculo de variaciones se refiere a la biisqueda de extremos y, en este sentido, se puede
considerar una rama de la optimizacion. Los problemas y técnicas en esta rama, sin
embargo, difieren marcadamente de los relativos a los extremos de funciones de varias
variables debido a la naturaleza del dominio de la cantidad a ser optimizada. El cdlculo de
variaciones se ocupa de la busqueda de extremos de funcionales en lugar de funciones. Los
funcionales son generalmente definidos por integrales definidas, los conjuntos de funciones
a menudo se definen por las condiciones de borde y los requisitos de suavidad, que surgen
en la formulacion del problema, [47, 48].

El permanente interés en el calculo de variaciones es, en parte, debido a sus aplicaciones.
Los principios variacionales abundan en la fisica y, particularmente, en la mecéanica. La
aplicacion de estos principios, por lo general, implican la busqueda de funciones que
minimizan integrales definidas y por lo tanto se utiliza el calculo de variaciones para su
modelizacién. Otros campos en los que el calculo de variaciones también tiene aplicaciones
son: el electromagnetismo, la economia, la planificacién urbana, y una serie de otras areas
no tradicionales. De hecho, la teoria de control éptimo se basa principalmente en torno al
célculo de variaciones, [49].

Por otro lado, el calculo fraccionario es una rama activa del Analisis Mateméatico que,
en cierto sentido, es tan antiguo como el cdlculo clasico: puede considerarse que sus
origenes fueron a finales del siglo XVII, tiempos en que Newton y Leibniz desarrollaron los
fundamentos del céalculo diferencial e integral. En particular, Leibniz introdujo la notacién
d(i_nn f(z) para denotar la derivada n-ésima de una funcién f. Cuando reporté esto en una
carta a I’'Hopital (aparentemente con la suposicién implicita de que n € N), I'Hopital
respondié: ; Qué significa Cg‘fﬁ—nn (x) si n = 1/27 Esta carta de ’'Hopital escrita en 1695, hoy
en dia se acepta, comtunmente, como la primera apariciéon de lo que hoy llamamos una
derivada fraccionaria, y el hecho de que I'Hopital preguntara especificamente por n = 1/2,
es decir, una fraccién (nimero racional), en realidad dio lugar al nombre de esta rama de la

matematica. Este nombre ha permanecido en uso desde entonces, aunque ya se sabe bien



que no hay razén para restringirse al conjunto de niimeros racionales. De hecho, cualquier

nuamero real, racional o irracional, funcionara de la misma manera.

Con estos cimientos se puede construir un nuevo edificio del calculo, que, sin perder de
vista el célculo tradicional (al que no sustituye, sino que extiende), posee sus propios
conceptos fraccionarios. Un ejemplo, entre otros muchos, es el de la ecuacion diferencial
fraccionaria. Como cualquier area matematica, el interés del cédlculo fraccionario no se
restringe al plano tedrico, siendo este notable, sino también al de sus aplicaciones en otras
areas (electricidad, magnetismo, mecénica, dindmica de fluidos, medicina, etc, [5, 18, 29,
30, 32, 34]); que ha originado un gran crecimiento de su estudio en las tultimas décadas.
Esto se debe, fundamentalmente, a que las ecuaciones diferenciales fraccionarias establecen
modelos muy superiores a los que utilizan ecuaciones diferenciales con derivadas enteras
porque incorporan al modelo cuestiones de memoria o efectos posteriores que se desprecian

en los modelos con derivada clasica [28].

Existen diferentes definiciones de derivada fraccionaria [25, 34, 44]. Las més usadas son
las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y las derivadas fraccionarias de Caputo.
Es importante remarcar que mientras las derivadas de Riemann-Liouvile [31, 32, 43] son
histéricamente el enfoque més estudiado para el célculo fraccionario, las de Caputo [20,
21] son las més populares entre fisicos y otros cientificos, debido a que las ecuaciones
diferenciales definidas en términos de ellas requieren condiciones iniciales y de contorno

regulares.

A partir de toda esta teoria, un campo reciente, iniciado en 1997, es el calculo variacional
fraccionario, donde son considerados problemas variacionales clasicos, pero en presencia de
derivadas o integrales fraccionarias. En los ultimos anos han sido desarrollados numerosos
trabajos tendientes a extender la teoria del célculo variacional y del control 6ptimo para
poder ser aplicados a problemas de calculo variacional y control éptimo fraccionarios.
Con el objetivo de resolver estos problemas, existen varios teoremas que proporcionan
condiciones de optimalidad. Entre ellos se encuentran las ecuaciones de Euler-Lagrange
que involucran derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y Caputo [2, 4-7, 10, 37-39,
42], y otras ecuaciones de Euler-Lagrange que poseen tnicamente derivadas de Caputo
8, 13, 14, 19, 33, 35].

En esta tesis se estudian problemas variacionales y de control en sentido clasico y
fraccionario, mostrando diferentes condiciones de optimalidad, encontrando nuevas y

realizando diferentes ejemplos comparativos.



Objetivos y resultados obtenidos

El objetivo general de esta tesis es aportar avances en el conocimiento del cdlculo de
variaciones fraccionario, tanto en lo referido al desarrollo tedrico, como en la aplicacién de
los mismos a problemas de manejo poblacional.

En el Capitulo 1 de esta tesis se presentan resultados preliminares del andlisis. Se definen
algunas funciones especiales, los operadores de derivacion fraccionaria, algunas propiedades
del célculo fraccionario y por ultimo diversos métodos numeéricos fraccionarios considerados
en este trabajo.

En el Capitulo 2, se muestran los diferentes tipos de problemas variacionales que
estudiaremos, en su versién cldsica (con derivadas de orden entero), y en su version
fraccionaria (con derivadas de orden real positivo). Trabajaremos sobre condiciones de
optimalidad de los mismos.

Con el objetivo de realizar un estudio sobre la evolucién fraccionaria de cierto recurso, en el
Capitulo 3, presentaremos un analisis de una ecuacion diferencial cibica fraccionaria, que
es una generalizacién de diferentes versiones de ecuaciones logisticas fraccionarias. Una
vez realizada la comparacion entre los diferentes modelos logisticos fraccionarios, en el
Capitulo 4, trataremos un problema de control fraccionario que modeliza la maximizacion
de la ganancia obtenida mediante la explotaciéon de dicho recurso natural cuya dinamica
esta gobernada por una de las ecuaciones logisticas fraccionarias vistas.

Por 1ultimo, en el Capitulo 5, se extienden los resultados vistos en el Capitulo 2, realizando
una comparacién mediante los diferentes métodos de optimalidad de ciertos problemas

variacionales fraccionarios.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos resultados preliminares de diferentes ramas del analisis
que utilizamos en esta tesis. Definiremos algunas funciones especiales de uso frecuente en
el andlisis fraccionario, los operadores de derivacion fraccionaria, algunas propiedades del
calculo fraccionario y por ltimo diversos métodos numéricos fraccionarios considerados

en este trabajo.

1.1. Funciones especiales

Primero veremos la definicién de la funcion Gamma, que es fundamental para la definicién
de la integral y las derivadas fraccionarias. Mas informacién sobre esta funcién puede

encontrarse en [27], volumen .

Definicién 1 Sea A = {z € C/Re(z) > 0}. Definimos la funcion Gamma como

r. A —C
z = F(z):/ e ‘" dt.
0

Observacién 1 La funcion Gamma estd definida solo para los numeros complejos de

parte real positiva. Sin embargo, es posible prolongar analiticamente la funcion Gamma al

dominio Q = C — {z/z = —n, n € Ng}. Dicha prolongacidén viene dada por
— (=) 1 /°° e
r = t*dt.
N I



Teorema 1 La funcion I'(z) definida originalmente en Re(z) > 0, se prolonga

analiticamente a wuna funcion que seguiremos llamando T'(z) sobre el dominio

Q=C—{z=—-n,ne Ny}

Proposicion 1 La funcion I' verifica las siguientes propiedades:
a) T(z4+1) =2I(z) Vze.
b) T(:)P(1—2) = —~
¢) T(3) = V7.
d) 8i2z#0,-1,-2, ..., entonces ['(2)I" (z + 3) = /72! 72T (2z).

Vz£011,72, ...

sen(mz)

— n—1
e) SineNyaeR entonces Ln=a) =(=D)" ] (a—3).
I'(—a) j=0

Observaciéon 2 Del item a) podemos decir que la funcién Gamma es una generalizacion
del factorial.

1
En el item d), si z = n+ 3, tenemos T' (n+3)T(n+1) = vl 2(nt >F(2n—|- 1) y

(2n)!
22npl

podemos concluir I'(n + 3) =

A continuacién veremos la definicién y algunas propiedades de la funcion de Mittag-Leffler,
que estara presente en varias oportunidades a lo largo de esta tesis. Mas informacién puede

encontrarse en [27], volumen III.

Definicién 2 Dado z € C y a € C, Re(a) > 0 llamaremos funcion de Mittag-Leffler a
la definida por

Z ak+1

k=0

Observacién 3 Inmediatamente podemos notar que

;Pkﬂ ZZ——exp

es la funcion exponencial.

Definicién 3 Dado z € C , o € C y f € C, Re(a) > 0 llamaremos funcion de
Mittag-Leffler de dos pardametros a la definida por

ZFak—f-B

k=0



Observacion 4 FEs evidente que la funcion de Mittag-Leffler de un parametro puede

ser definida en términos de la funcion de Mittag-Leffler con dos pardametros como

Ey(2) = Eyi(2).

Observacion 5 Para ver la convergencia de esta serie en todo z € C, utilizaremos la

siguiente relacion

['(z+a)

a—b 1 -1 -2
F(z+b)zz 1+ -2z (a—b)(a+b—1)+0(z7)].

2

Para esta formula ver [27]. Considerando z = ak, a = a+f, b = 8 y aplicando el Criterio

del Cociente en serie de potencias obtenemos

Ro= g |2 | = limp oo | SR =ty oo |(ak)® [1+ 2280 4 O((ak)2)] |
= limy_, |Oza‘ | Re(a) [1 + % + O((Ozk)_2) ‘ = im0 |aa| L Re(e) — +00

ya que Re(a) > 0.

Observacion 6 Claramente, se cumple

Ademds valen los siguientes,

> 2k 2. 2k 1 o= 2kt ef—1
E =) == = -
12(2) ;r(kw) ,; (k+D8 ze (kD 2
2. 2k = 2k 1 o ZF+2 ef—1-—z
E =) =7 = =2 -
13(2) ; T(k +3) kzzo (k+2)! 22 ; (k+2)! 22

| 1 2ok
El,m(z> = po— {ez — Z E}

k=0

Por este motivo, podemos considerar a la funcion de Mittag-Leffler como wuna

generalizacion de la funcion exponencial.

Observacion 7 Las funciones senh(z) y cosh(z) también son casos particulares de la
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funcion de Mittag-Leffler. En efecto,

By (2%) = L cosh
21(27) kz_or%+1 kz_o@k = cosh(z),

21 i ZHrL senh(z)
['(2k +2) Zk:() (2k +1)! z

Observacién 8 Otros casos particulares de la funcion de Mittag-Leffler son:

E272 (Z2>

ol

=0

" Fy1(—2%) =cosz para z € C.

. E%(szé) = ¢*[1 + erf(*2)], donde el valor principal de la raiz cuadrada de z se
asume en el plano complejo cortado a lo largo del eje real negativo, y la funcion erf
se define como er f(z) f I e du.

Teorema 2 Sean o, >0 y z € C, entonces Ey3(2) = 2Eq045(2) + ﬁ

A continuacién veremos la definicién de la funcién Hipergeométrica de parametros a, b y

c. Més informacién sobre la misma puede encontrarse en [27], volumen I.

Definicién 4 Definimos la funcion Hipergeométrica de pardametros a, b y c, siendo

c#0,—-1,-2,..., como

o

Fa—i—an—l—n)F( ) 2™
Fi(a,b, —.
2Fifabe.2) Z F(@)l®)(ec+n) n!

n=

Observacion 9 La serie hipergeométrica converge absolutamente para todos los valores
|z| < 1. Para |z| = 1, es absolutamente convergente si Re(a + b — ¢) < 0, es
condicionalmente convergente si z # 1 y 0 < Re(a+b —c¢) < 1 y es divergente si
Re(a+b—c) > 1.

En la siguiente seccién veremos una breve introduccién al calculo fraccionario.

1.2. Calculo fraccionario

El Calculo Fraccionario es una activa rama del Analisis Matematico que nace de una idea
muy basica: de la misma forma que una funcién se puede derivar o integrar un nimero
entero de veces, jpodemos hallar su derivada de orden 1/27;Y su integral w-ésima? Surgen

asi operadores diferenciales e integrales de orden racional, real e incluso complejo. Con
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estos cimientos se puede construir un nuevo edificio del Célculo, que, sin perder de vista el
Caélculo tradicional (al que no sustituye, sino que extiende), posee sus propios conceptos
fraccionarios. Un ejemplo, entre otros muchos, es el de la ecuacién diferencial fraccionaria.
Como cualquier area matemaética, el interés del Calculo Fraccionario no se restringe al
plano tedrico, siendo este notable. Los campos de aplicacion practica se incrementan
ano tras ano. En particular, los modelos de derivadas fraccionarias proporcionan mejores
representaciones que los modelos tradicionales [5, 13, 28-30, 32, 34].

Existen diferentes formas de definir la derivada fraccionaria de orden o € R de una
funcion, entre las cuales se destacan las denominadas derivadas fraccionarias en el sentido
de Riemann-Liouville y en el sentido de Caputo. Para definir esto, primero es necesario
definir la integral fraccionaria de Riemann-Liouville. Para méas informacion referirse a
[25, 34, 44].

1.2.1. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Definicién 5 Denotamos por I, al operador integral definido como

LI ()] = / it

para a < x < by [ funcion integrable Riemann.
Cuando no sea mnecesario especificar la/s variable/s de la funcion f, simplemente

escribiremos o1 [f].

Lema 1 Sea f una funcion integrable Riemann en [a,b]. Entonces, para a < x < b y

n € N, tenemos
1

oL (1= (n—1)! /:(l’ — )" f(t)dt (1.1)

Ahora nos preguntamos, jcémo podemos extender esto a n = o € R*? Teniendo en cuenta
que la funcién Gamma vista en la Definicion 1 como una generalizacién del factorial y el

Lema 1, podemos definir la integral fraccionaria de la siguiente manera.

Definicién 6 Sea « € R, definimos la integral de Riemann-Liowville IS sobre funciones

L'[a,b] como

1 x
oI = — — 1) f(t) dt 1.2
@)= o [ @0 (1.2
donde a,b € R con a <b. Para o = 0, establecemos ,I° = I, el operador identidad.
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Cuando no sea mnecesario especificar la/s wvariable/s de la funcion f, simplemente

escribiremos I2[f].

Observacioén 10 Es evidente que la integral fraccionaria de Riemann-Liouville (1.2)
coincide con la definicion cldsica (1.1) en el caso o« = n € N, excepto por el hecho de
que hemos extendido el dominio de funciones integrables Riemann a funciones integrables
Lebesgue.

Mas aiin, en el caso o > 1 es obvio que la integral I2[f] existe para cada x € [a,b] puesto
que el integrando es el producto de una funcién f integrable, y de (x — t)*~! una funcidn
continua. En el caso 0 < o < 1, la situacion es menos clara que en el caso anterior. Sin

embargo el siguiente resultado justifica la buena definicion del operador.

Teorema 3 Sea f € L'la,b] y a > 0. Entonces, la integral ,IS[f] existe para casi todo

x € [a,b]. Mds ain, la funcion I[f] en si misma, también es un elemento de L'[a,b].

Teorema 4 Sean o, 3 > 0 y f € L[a,b], entonces 12 J°[f] = JI¢*P[f] para casi todo
punto en [a,b]. Si adicionalmente f € Cla,b] o a+ > 1, entonces la identidad se verifica

para todo punto en [a,b].
Corolario 1 Sean o, 3 >0 y f € L'a,b], entonces 1 IP[f] = 15 I¢[f].

Ejemplo 1 Sea f(z) = (z — a)? para algin B > —1 y a > 0. Entonces

r 1
JOUf) = %u )t
En efecto,
1 X
a]g [f] == m /a (t — CL)/B(I‘ — t)a_ldt
Haciendo un cambio de variable, s = resulta, ds = Y ast
r—a T —a
JIf] = % /01 s7(z —a)* (1 — 8)* Nz — a)ds
=)™ [ e
o) /0 s7(1 — s)* lds
I'(B+1) (2 — )+
Ma+d+1) ’

12



como que7id7n08 Ver.

Teorema 5 Sea a > 0. Supongamos que (fx)72, es una sucesion de funciones continuas

en [a, b] uniformemente convergente. Entonces,
I i fi] = dim 25,
k—ro0 k—ro0
En particular, la sucesion de funciones ( I2]fx])52, es uniformemente convergente.

Ejemplo 2 Sea f(x) = exp(Ax) para algin A\ > 0. Entonces para a > 0, calculemos el
valor de oI2|[f].
En el caso a € N, tenemos obviamente que oI¢[f] = A\~ exp(Ax). Sin embargo, este caso
no generaliza cuando o ¢ N. Mds bien, teniendo en cuenta la expansion en series de una
funcion exponencial, Teorema 5 y el Ejemplo 1, tenemos
e k 00 k
orzlf] =tz |5 5| = £ SF ozl

k=0 k=0

= (A)k k+a . — = (Ax)k+a

ETh+ar1)” ET(h+a+1)
Y aqui, la serie del lado derecho no es exp(Ax).

A continuacién presentaremos dos definiciones distintas de derivada fraccionaria.

1.2.2. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Definicién 7 Denotamos por D, al operador que lleva una funcion diferenciable en su

derivada, es decir

lo que tmplica que,

D IZf] = T
Es consecuencia inmediata de la Observacién 11 la siguiente relacion.

13



Lema 2 Sean m,n € N tal que m > n, y sea f una funcion con derivada n-ésima continua

en el intervalo [a,b]. Entonces,
D"f = D™ I " [f] (1.3)

Podemos utilizar el Lema 2 para motivar la definicion de la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville. Ahora supongamos que n = «a ¢ Z. Luego, atin podemos elegir m € Z
tal que m > n. En vista de la teoria dada en la seccion anterior, el lado derecho de la
identidad sigue siendo significativo. Sin embargo, hay una diferencia mayor que en el caso
clasico donde ambos niimeros son enteros: descubrimos ahora que el operador obtenido
en este camino depende de la eleccion del punto a. Por lo tanto, llegamos a la siguiente

definicion, si elegimos el valor del niimero entero m lo mas pequeno posible.

Definicién 8 Sea « € RY y n = [«a]. Definimos la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville de orden o como
1 d"

SEDEIf)] = DI U@ = e [ @0 0d (1)

Para a = 0, establecemos "' D% = I, el operador identidad.
Cuando no sea mnecesario especificar la/s variable/s de la funcion f, simplemente

escribiremos FED2[f].

Observacion 12 Nuevamente vemos que, como consecuencia del Lema 2, la Definicion

R

RLDY coincide con la definicion cldsica del operador diferencial D™ cuando

8 del operador
a=mne€cN.

Definicién 9 Denotaremos por A"|a,b] al conjunto de las funciones con derivada
n — 1-ésima absolutamente continua, es decir, funciones f para las cuales existe (casi

todo punto) una funcion g € L'[a,b] tal que

D" f(z) = D" f(a) + / gty

En este caso llamaremos a g la derivada (generalizada) n-ésima de f, y simplemente

escribiremos g = D™ f.

Observacion 13 FEs claro de la definicion anterior que una funcion f € A™[a.b] posee
(casi todo punto) derivada D" f € L'[a,b].
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Lema 3 Sea f € Alla,b] y 0 < a < 1, entonces BLD2[f] existe para casi todo punto en

a

[a,b]. Mds ain, F*D¢(f] € LP[a,b] para 1 <p < T y

D = ey (e [ FO - 0ar).

Como consecuencia inmediata de esta definicién, tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 Sea f(x) = (z — a)® para algin 8 > —1. Luego, con lo visto en el Ejemplo 1

obtenemos

LB+1)

DI = DI E U = w5

D'l[(z — a)lel—o+A],

FEspecificamente, si a« — 3 € N, el lado derecho es la [a]-ésima derivada cldsica del
polinomio de grado [a] — (v — ) € {0, 1, ..., [a] — 1}, y entonces la expresion desaparece,

es decir
RLD(x — a)*™™] = 0 para todo o >0, m € {0,1, ..., [a]}.

Ahora, si « — 8 ¢ N,

BD (e~ o] = iy @

A continuacién veremos algunos teoremas o propiedades sobre esta derivada fraccionaria.

Teorema 6 Sea o > 0, entonces para cada f € L'[a,b],

o DY I (f) = .
Observacién 14 Observemos que la composicion o1& D[ f] no necesariamente es f.
Mads atin, si f es tal que 17~ *[f] € A™[a,b], entonces

n—1 ozkl

]a RLDOc _ F_ Zgr(?+ D k—1 In oe[f]
k=0

Teorema 7 Sean fi y fo dos funciones definidas en [a,b] tales que BED2[fi] y ELDo[f,]
ezxisten para casi todo punto. Mds aun, sean ¢y, co € R, entonces, aRLDg [c1 f1 + cafa] existe

para casi todo punto, y

BEDSerfi + cafo] = a1 FEDSA] + 2 FE DS ).
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Es decir el operador diferencial fraccionario de Riemann-Liouville es lineal.

Observacion 15 Del FEjemplo 3 y la linealidad del operador diferencial de
Riemann-Liouville, para todo K € R, K # 0, tenemos

K

DK = Fa

(x —a)™™ #0.

Es decir, que a diferencia de la derivada cldsica, la derivada fraccionaria de

Riemann-Liouville de constantes no nulas no es cero. Mds aiun, tenemos el siguiente

teorema.
Teorema 8 Sea a > 0, entonces la igualdad T'D®[f] = 0 es wvdlida si y sdlo si
f(z) =3 ¢;(x—a)*7, donde ¢; € R para todo j =1,...,n.

j=1

Teorema 9 Sea o > 0. Supongamos que (fx)72, es una sucesion de funciones continuas
uniformemente convergente en [a,b], y que FLDY[fy] emiste para todo k. También
supongamos que (ELD[fi])52, converge uniformemente en [a + €,b] para cada € > 0.
Entonces, para cada x € (a,b], tenemos

lfim REDe[f,] = RLDe [h'm fk] .
k—o00

k—o0

Teorema 10 Sea f € C™[a,b] para algin m € N, entonces

lim ;D[] = D™f

a—m—

en sentido puntual en (a,b]. La convergencia es uniforme en [a,b] si adicionalmente

f(z) = O((z — a)™*°) para algin 6 > 0 cuandox — a*.

Por 1dltimo veremos qué sucede con la Transformada de Laplace de la Derivada Fraccionaria
de Riemann-Liouville. Recordemos que las Transformadas de Laplace son muy utilizadas

para resolver ecuaciones diferenciales, convirtiendo a éstas en ecuaciones algebraicas.

Observacion 16 Recordemos algunos conceptos bdsicos sobre la Transformada de
Laplace.
La funcidon de variable compleja F(s) definida por

N$=Hﬂmﬁ=zweﬂwﬁ
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se llama Transformada de Laplace de la funcion f(t). Para que la integral exista, f(t) debe
ser de tipo exponencial de orden § es decir que deberdn existir M y T constantes positivas
tales que €°*|f(t)] < M para todot > T.

Por lo general, denotaremos con letras mayiusculas a las Transformadas.

Por ultimo recordaremos dos propiedades ttiles.

i) La Transformada de Laplace de la convolucion
L{f(t) % g(t),s} = F(s) - G(s),

suponiendo que F(s) y G(s) existen.

it) Férmula de la Transformada de Laplace para la derivada n-ésima

—_

n—

L{D"f(t),s} = s"F(s) — Y s"D"*71£(0)

=
Il

suponiendo que todo estd bien definido y existe.

De esta ultima propiedad podemos observar que si la Transformada de Laplace es utilizada
para resolver una ecuacion diferencial de orden n, es mecesario tener como datos a los
valores D" %=1 £(0) para todo k = 0,....,n — 1, lo cual fisicamente es ldgico conocerlos

puesto que son condiciones iniciales (posicion inicial, velocidad, etc).

Observacién 17 En esta observacion consideraremos a = 0.

= Transformada de Laplace de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville.

Por Definicion 6 de la integral fraccionaria sabemos que

1 T
I?[f] = = —)* L f(t) dt
y esto lo podemos escribir como
a—1
arpp T

Luego, por la observacion anterior, propiedad i) , resulta

L{oI}[f],s} = s F(s). (1.5)
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s Transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Por Definicion 8 de la derivada de Riemann-Liouville sabemos que
o Delf] = D" ol [f].

Aplicando la observacion anterior, propiedad ii) y la Transformada de Laplace de la

integral de Riemann-Liouville (1.5), obtenemos

i
L

L{G"Dy[f] s} = s F(s) = p_s* ¢"Dg™'[f]]

z=0"

B
Il

De esta ultima afirmacion podemos decir que si la Transformada de Laplace es utilizada
para resolver una ecuacion diferencial fraccionaria de orden «, es necesario tener como
datos a los valores FFDa=*=1(f] }zZO para todo k = 0,...,n—1, lo cual no tiene justificacion
fisica. Es decir que para plantear un problema diferencial fraccionario que utilice este tipo
de derivada, seria necesario que en la formulacion del problema las condiciones iniciales
dadas sean sobre la derivada de Riemann-Liouville de la funcion en cero, lo cual no es
muy intuitivo puesto que no son datos que se puedan obtener facilmente. Este es uno de
los motivos por los cuales nos vemos en la necesidad de trabajar con otro tipo de derivada

fraccionaria.

1.2.3. Derivada fraccionaria de Caputo

Recordemos que lo que sirvié de inspiraciéon para definir la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville (1.4) era el Lema 2 que establecia que sim,n € N tal quem > ny f una
funcién con derivada n-ésima continua en el intervalo [a, b] entonces D" f = D™ ,I"~"[f],
reemplazdbamos n por o € RT y la integral cldsica por la integral de Riemann-Liouville.

Ahora nos preguntamos, ;Qué sucede si realizamos la composicién al revés?
Definicién 10 Sean a € Rt y n = [a]. Sea una funcion f tal que D"f € L'a,b,
definimos la derivada fraccionaria de Caputo de orden o de f como

1

CDS(f(x)] = oLy D" [f(2)] = Tln—a) /x(l" — )" F () dt (1.6)

Cuando no sea mnecesario especificar la/s variable/s de la funcion f, simplemente

escribiremos ¢ D[ f].
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Observacion 18 Observemos que por Definicion 6, la derivada fraccionaria de Caputo
estd bien definida. También notemos que para o = 0 resulta $D° = I, el operador
identidad. Ademds, la Definicion 10 del operador ¢ D2 coincide con la definicion cldsica

del operador diferencial D™ cuando o =n € N.
Ejemplo 4 Sea f(z) = (v — a)® para algin B > 0, entonces podemos distinguir los
siguientes casos
0 si Be{0,1,...n—1}
(x—a)’~® si BeNyB>n
of¢Nypf>n—1.

Lpg+1)

ng[f]: F(ﬁ—l—l—a)

Notar las diferencias que tiene con el Ejemplo 5.

Observacion 19 Vimos en la Observacion 15 que la deriwvada fraccionaria de
Riemann-Liouville de una constante no es cero. En cambio, esto no ocurre con la derivada
fraccionaria de Caputo. Del Ejemplo 4 y la linealidad del operador diferencial de Caputo,

para todo K € R, claramente tenemos
2 Dy[E] =0.

Este comportamiento es similar al de la derivada cldsica, esta es una de las ventajas de la
derivada fraccionaria de Caputo por sobre la de Riemann-Lioville.

A continuacion veamos cémo se relacionan ambas derivadas fraccionarias.

Teorema 11 Sea f € A"[a,b] entonces

cotf) = w0 |1 -3 P - oy
= )
Mads aun,
2 Dif(a .
< D3f) = JFDglf] - Z I’(j—;oi—i)—l)(x —a) ™",

<

Observacion 20 Del teorema anterior tenemos que st 0 < o < 1 y f es una funcion tal
que CD2[f], BED2[f] evisten y si f(a) = 0 entonces ¢ D2[f] = FD2f].
También podemos observar que valen teoremas andlogos a Teorema 9 y Teorema 10, pero

con la derivada fraccionaria de Caputo.
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Teorema 12 Sea o > 0, entonces para f € Cla, b,
SD?QI:?[JC] :f‘

Observacion 21 Observemos que, como en la Observacion 14 sobre la derivada de
Riemann-Liouville, la composicion oIS D2[f] tampoco es necesariamente f. Mds ain,
si f € A"[a,b] entonces

oLy S DI = flz) -

Teorema 13 Sean f1 y fo dos funciones definidas en [a,b] tales que CD2[fi] v D[ fs]
existen para casi todo punto. Mds aun, sean ci, co € R, entonces, aCij[clfl + o fo] existe

para casi todo punto, y
CDeLfy + cafa] = 1 S DELf1] + 2§ D2 o).
FEs decir el operador diferencial fraccionario de Caputo es lineal.

Consideremos ahora la funciéon de Mittag-Leffler dada en la Definicién 3. Recordemos que

por Observacién 3 tenemos que F1(z) = exp(z). Calculemos su derivada a-ésima.
Teorema 14 Sea a >0, A€ Ry f(z) = Eo(Az®), x > 0, entonces

6 D°Lf] = Af(x)

Observacion 22 A partir del Teorema 14 podemos decir que la derivada fraccionaria de
Caputo se comporta con respecto a la funcion de Mittag-Leffler del mismo modo que la

derivada cldsica se comporta con la funcion exponencial.

Por ultimo nos queda ver qué sucede con la Transformada de Laplace de la derivada de

Caputo, ;se solucionan los problemas vistos en la Observacién 177

Observaciéon 23 En esta observacion consideraremos a = ().

Por Definicion 10 de derivada fraccionaria de Caputo sabemos que
0z = od, :
CDa[f] K aDn[f]
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Entonces utilizando la Observacion 16 propiedad ii) y la Transformada de Laplace de la

integral de Riemann-Liouville vista en Observacion 17, resulta

n—1
LEDS) ) = s+ |5"F(s) = 38 D" f(0)|
k=0
Aqui podemos observar que si la Transformada de Laplace es utilizada para resolver una
ecuacion diferencial fraccionaria de orden «, es necesario tener como datos a los valores
D"=k=1£(0) para todo k = 0,....,n — 1. Es decir que para plantear un problema diferencial
fraccionario que utilice la derivada de Caputo, seria necesario que en la formulacion del
problema las condiciones iniciales dadas sean sobre las derivadas cldsicas de la funcion
en cero, y no sobre las fraccionarias, lo cual son datos fisicamente interpretables que
se pueden obtener facilmente. Por este motivo, consideramos que es mds conveniente
utilizar la derivada de Caputo y no la de Riemann-Liouville a la hora de definir problemas

fraccionarios.

1.2.4. Derivadas fraccionarias por izquierda y por derecha

En esta secciéon veremos algunas definiciones y propiedades sobre las derivadas
fraccionarias de Riemann-Liouville y Caputo por izquierda y derecha. Para mas detalles

referirse a [34].

Definicién 11 Los operadores integrales de Riemann-Liouville por izquierda y derecha de

orden o € R estdn definidos, respectivamente, como

amm:ﬁbfiwwwvwﬁ
Yy . .
xwmzﬁafa—w%vmﬁ

donde a,b € R con a < b. Para o = 0, establecemos 12 = I} = I, el operador identidad.

Definicién 12 Los operadores diferenciales de Riemann-Liouville por izquierda y derecha

de orden o € RT estdn definidos, respectivamente, como
RL ma n n—a
a Dac =D aIx
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RLD;))& — (_1)nDn x]gz—a

x

siendo n = [«], esto es
1 A
RLDa — _/ _ f\n—1l-a
MDS] = frm e | @O0

(- a [ n-1-a
—r(n—a)%/z (t = 2)"10 F (1) dt.

Definicién 13 Los operadores diferenciales de Caputo por izquierda y derecha de orden

L DpL] =

a € RT estdn definidos, respectivamente, como

C na n—o Myn
aD:t_aIx D

CDf = (1) D"
siendo n = [a], esto es

ol — 1 x$_ n—1-—a g(n)
CDL = ey | (= 0

(_1)n ’ — n—1l—a g(n)
el R R AL O12

Observacion 24 A partir de Definicion 11, Definicion 12 y Definicion 13, podemos

L Dyf] =

observar que los tres operadores presentan por izquierda una integral de a a x y por derecha
una integral de x a b. Esto requiere que, cuando consideramos los operadores por izquierda,
se conozca la informacion de la funcion f en el intervalo |a,x], mientras que cuando
consideramos los operadores por derecha se utilice la informacion de f en [x,b]. Es decir
la derivada fraccionaria en x de una funcion f es un operador no local, dependiendo de
los valores pasados de f (derivadas por izquierda) o de los valores futuros de f (derivadas
por derecha). Esto se puede interpretar como que la derivada fraccionaria por izquierda de
f(z) se considera como un estado pasado del proceso f(x), en el cual intervienen efectos
de memoria, y que la derivada por derecha de f(x) se interpreta como un estado futuro
del proceso f(x), en el cual intervienen efectos posteriores. Por esta razon, la derivada por

derecha generalmente no se tiene en cuenta en las aplicaciones cuando el estado actual
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del proceso no depende de los resultados del desarrollo futuro.

Ahora veremos diferentes propiedades sobre las derivadas fraccionarias de
Riemann-Liouville y Caputo, por izquierda y derecha. Algunas ya las hemos visto,

pero queremos enfatizarlas puesto que seran mas utilizadas en esta tesis.

Observaciéon 25 Sea 0 < o < 1. Supongamos que f es una funcion tal que FXD2[f],
RLDef], €D2[f] y CDg[f] existen, entonces

ey = mpels) - 4D (o gy

DRI = DR - i b= )

Luego si f(a) =0,
< DILfl = JE D]

y si f(b) =0 entonces
: DiLfl = FEDpLfl-

Ejemplo 5 En Ejemplo 3 y Ejemplo 4, vimos que si f > —1,

0 si a—peN

D= = DD (o e 0o ggn

r'+1—-a)
y para 3 > 0 podiamos distinguir los siguientes casos
0 si 5e€{0,1,....,n—1}
(x—a)’® si BeENyB>n

of¢NypB>n—1

Lpg+1)

aCDs[(x_a)/B]: F(B+1—a)

Andlogamente, se pueden obtener expresiones similares para el caso de derivadas por
derecha:
0 si a—peN
RL na Bl
Dyl(b—2x)"] = r 1
T b[( )] (ﬁ—'— ) (b—I)ﬁ_a si Oé—ﬁ%N.

Ir'6+1-a)

23



y para > 0 distinguimos estos casos
0 si 5e€{0,1,....,n—1}
(b—x)~* si BeNyB>n
of¢Nys>n—1.

rE+1)

CDF[(b—x)’] = )

Observacion 26 En la Observacion 25 wvimos bajo qué condicion las derivadas
fraccionarias coinciden. En esta observacion veremos una importante diferencia entre
ambas.

Sea K una constante arbitraria, entonces

cDi[E] =0, :Dy[K] =0,
sin embargo
K K
RLDa K] = @ RLDa K] = bh— —a
a x[ ] F(l—Oé)(x a’) ) T b[ ] F(l—a)( ;U) )
siendo para 0 < a < 1,
o Del(x—a)*'] =0, 2 D0 —2)*=0.

En este sentido, la derivada fraccionaria de Caputo es similar a la derivada cldsica. Por
este motivo, en algunos casos, es mas fdacil resolver ecuaciones diferenciales que utilizan

derivadas de Caputo en lugar de aquellas que usan derivada de Riemann-Liouville.

Teorema 15 Sea 0 < a <1y f € L'([a,b]), entonces

o DD = f(w), Dy IPLf] = f(2)

o D2 I7(f] = f(a), D I31f] = f(@)

para casi todo punto.

Teorema 16 Sea 0 < a <1, f € C'([a,b]) y g € L'([a,b]). Entonces

[ a@peinde = [ fw) BDplaldn + L1 -elglf@)] |2
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/mwﬁmmmz/ﬂ@?mwm—uﬁﬂmwﬂz.

Mas atin, si f(a) = f(b) =0, obtenemos

b b
L/mﬁmmmz/fw?mwm

b b
/gmﬂMﬂmzfﬂm?mMm.

Este Teorema es conocido como Integracion por Partes Fraccionario.

Dado que la resolucién de manera exacta de ecuaciones diferenciales fraccionarias puede
ser muy dificil, a continuacién veremos algunos métodos numéricos que utilizaremos en la

tesis.

1.3. Métodos numéricos fraccionarios

En esta seccién veremos dos métodos numéricos que seran utilizados para resolver

ecuaciones diferenciales fraccionarias. Para méas detalles referirse a [9, 36].

1.3.1. Método de Adams

El método de Adams fraccionario es un método numérico para aproximar las soluciones

de problemas de la forma

(1.7)

SD%u]l = f(z,u(x)) m—1<a<m
u?(0) = j=0,1,..,m—1,

siendo m € N.

Para aproximar la solucion de dicho problema vamos a utilizar el siguiente lema.

Lema 4 Si la funcion f es continua, entonces, el problema a valores iniciales (1.7) es

equivalente a la ecuacion no lineal integral de Volterra de sequndo tipo,

@) =5 Z00) + s [ =9 s ut)as -
0 (1.8)
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Gracias a este lema nos centraremos en aproximar oI%[f(z, u(x))].
El método de Adams fraccionario, que mostraremos a continuaciéon, es de tipo
predictor—corrector, es decir primero utilizamos el método de Euler como predictor, para

luego usar el método de la Regla Trapezoidal fraccionaria como corrector.

Definiciéon 14 Consideremos  una  particion  del  intervalo 0, z] como
r9g=0<x <..< Ty = siendo x4 — x; = Az, el método de Adams fraccionario

consiste en el siguiente

m—1 2 . n
wla = 2 a4 3 b f (2, )
1201 3=0 (1.9)
m— xj . n
Upt1 = 2 7;"H u(()J) + Z:Oajerlf(fﬂj, Uj) + an+1,n+1f(xn+17 uﬁ-&-l)'
j= J=
donde A
xa
bjipr1==———|n—7+1)%=(n—7)" 1.10
ot = gy (=317 = (= ) (1.10)
son los coeficientes que vienen dados por el método de Fuler fraccionario y
Ago not —(n —a)(n+ 1)@ j=0
x
= — — 4 atl 9y — i 4 1)et] —g)etl 1< < 1.11
Ajnt Fa19) (n—j+2) (n—j7+ 1)+ (n—j) ._]_n ( )
1 J=n+1

son los coeficientes que vienen dados por el método de la Regla Trapezoidal fraccionaria.

Observacion 27 El método de Adams fraccionario para o = 1 se reduce al clasico método

predictor—corrector

1.12
Up1 = % (f(ﬁm Un) + f(Tny1, Ufﬂ)) ) ( )

{ uf;_l = Up +Azf(2n,uy)

donde se utilizan los métodos de Fuler y Regla Trapezoidal en sentido cldsico.

1.3.2. Método [,

El siguiente algoritmo es un método eficiente para aproximar las derivadas fraccionarias

de Caputo por izquierda y derecha de orden 0 < av < 1.

Definicién 15 Se considera un mallado sobre [a,b] como a = xg,21,...,x, = b siendo

rj1 — x; = Ax, el método Ly para aproximar la derivada por izquierda de la funcion f
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en el punto x; consiste en

i—1

S5 1= buyr(flajn) = f(z), (1.13)

J=0

y para aproximar la deriwvada por derecha de la funcion f en el punto x; es

Z Flasn) — Flwy)), (1.14)

donde los coeficientes vienen dados por b; = A(I a) (G + 1)t — 5.

Observacion 28 Podemos reescribir la expresion (1.14) de la siguiente manera

n—1
S Dy [f] =bof(x:) + Z (bj—i — bj—i-1) f(x;) — b—i1 f(wn), (1.15)
J=i+1
en efecto,
n—1
oDy lf] = Z (=bj—i) (f (xj11) — f(z5))
T]Lill n—1
= Z(—bj—i)f(%‘ﬂ) + Z bj—if(z5)
= Z (=bimi1)f(x5) + Z bj—if(x;)
o
= Z (_bifz?l)f(xj) n i— 1f<xn + b(]f xz Z b] zf m]
j=it1 . j=i+1
= bof(z;) + Z (bj—i = bj—i—1) f(xj) = bp—ie1 f(20).
Jj=i+1

Ademds, de la Observacion 25 resulta

n—1
BLDE(f] = bof(z:)+ Y (bjmi — bjmim1) () = bumic f(2)
j=i+1
+r]2(12)4) (Tn — )77,

(1.16)

Esta expresion nos servird mds adelante.
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Capitulo 2
Problemas variacionales

En este capitulo estudiaremos diferentes tipos de problemas variacionales, tanto en su
version clasica (con derivadas de orden entero), como en su versién fraccionaria (con

derivadas de orden real positivo).

En las primeras secciones trabajaremos sobre condiciones de optimalidad en problemas
variacionales clasicos con condiciones de borde.

En las siguientes secciones, analizaremos diferentes condiciones de optimalidad
para problemas variacionales fraccionarios con lagrangianos que involucran derivadas
fraccionarias y problemas variacionales fraccionarios mixtos con lagrangianos que

involucran derivadas fraccionarias y clésicas, ambos con condiciones de borde.

Algunos de los temas tratados en este capitulo son resultados nuestros que hemos publicado
en [12] y [13].

2.1. Problemas variacionales clasicos

En esta seccién trabajaremos en la busqueda de condiciones necesarias de optimalidad
para problemas variacionales clasicos. Con clasicos nos referimos a problemas variacionales

donde sus lagrangianos involucran sélo derivadas enteras y no fraccionarias.

El problema fundamental del calculo de variaciones con el que vamos a trabajar consiste

en hallar funciones y € ,E;, tal que maximicen o minimicen el siguiente funcional

J(y) = / L(z,y,y) dx (2.1)
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y que estén sujetas a las condiciones de borde y(a) = y, e y(b) = yp. Aqui tenemos
By ={y:a,b] = R/y € C*([a,0])}

y L funcién de Lagrange de clase C'!([a, b] xR?) tal que posee derivada primera continua.
A continuacién veremos una condicién necesaria para encontrar las funciones y que

resuelven el problema (2.1). En [47] se demuestran los siguientes Lemas y Teorema.

Lema 5 Sean ¢ y d dos nimeros reales tales que ¢ < d. Entonces existe una funcion
v € C*(R) tal que v(z) > 0 para todo = € (¢,d)yv(z) =0 para todo x € R — (¢, d).

Lema 6 Supongamos que (n,g) := f n(x)g(x)dx = 0 para todo n € C([a,b]) tal que
n(a) =n(b) =0. Sig:a,b] = R es una funczon continua entonces g =0 en [a, b].

Teorema 17 Ecuacion de FEuler-Lagrange

Siy € JE; es un minimo o un mdximo de J en (2.1) entonces y es una solucion de la

- 4(2)-

ecuacion diferencial

para todo x € |a,b].
Observacion 29 La ecuacion (2.2) se denomina Ecuacion de Euler-Lagrange.

A continuaciéon realizaremos una generalizaciéon de estos problemas en el calculo

fraccionario.

2.2. Problemas variacionales fraccionarios

En esta seccién trabajaremos en la busqueda de condiciones necesarias de optimalidad
para problemas variacionales con lagrangianos que involucran derivadas fraccionarias.

El problema fundamental del cédlculo de variaciones fraccionario con el que vamos a
trabajar en esta seccién consiste en hallar funciones y € ,E;', tal que maximicen o

minimicen el siguiente funcional

b
90) = [ Loy, ED21) ds (23)
y que estén sujetas a las condiciones de borde y(a) = y, e y(b) = yp.
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Consideremos o € (0,1) y
oLy ={y:[a.b] — R/ D[] € Cla,bl},

L funcién de Lagrange de clase C*'([a,b] x R?) oL 7 posee derivada fraccionaria de

Y 9¢Dsly
Riemann-Liouville por derecha de orden « continua para y € ,E'.
A continuacién veremos condiciones necesarias para encontrar las funciones y que resuelven

el problema (2.3). En [2] se demuestra el siguiente Teorema.

Teorema 18 Ecuacion de FEuler-Lagrange fraccionaria
Siy es un minimo o un mdximo de J en (2.3) sobre ,Ey, entonces y es una solucion de

la ecuacion diferencial fraccionaria

et (7 e 24
oy b[ang[yJ] 0 (24)

para todo x € [a,b].

Demostracion: Definimos el conjunto

V = {n € C'"([a.b]) N uE§/n(a) = n(b) = 0}.

Dado € < 1, consideremos n € V' y funciones de la forma y + en.

Definimos la funcion j a valores reales, como

b
50 = Iy +en) = [ Lwy+ e, CD5ly +en) do.

Como y es minimo o maximo de J, entonces en ¢ = 0 hay un minimo o maximo de

j, luego debe ser j'(0) = 0.

Asi, derivando j respecto de € y evaluando en 0 tenemos

b (oL OL ¢
/ <a_y”+ang[y1an[”]> dr=0.

*OL b oL
Renombrando con A = / g—ndaz y B = / 8—ng [n] dx, tenemos que
a y a

0§ Dely]
A+B=0.

30



Ahora integrando por partes a B, utilizando el Teorema de Integracién por Partes

Fraccionario (Teorema 16) y usando las condiciones n(a) = n(b) = 0, obtenemos

b oL oL
B — RLDOc d ]1—04 b
/G”w b{am[g}] vt el [ang[yJ”(‘”“

b oL
RLpya | Y4
/a me b {8§Dg[y]} o

Asi, como A + B = 0, sacando factor comun 7

(OL g oL
oL po | %= — 0.
/a (3y T [35D%[y]Dndx ’

Luego, por Lema 6, obtenemos

oL
dy

oL
RLDa —
MR [agDsm] &

como queriamos probar. O

Observacién 30 Aqui la ecuacion (2.4) se denomina ecuacion de Euler-Lagrange
fraccionaria. Hacemos notar que aunqgue el funcional (2.3) contiene sdlo derivadas
fraccionarias de Caputo, la ecuacion de Euler-Lagrange fraccionaria también contiene
derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville, esto es una consecuencia de la utilizacion
del Teorema de Integracion por Partes Fraccionario (Teorema 16) en la demostracion de
la misma. Por este motivo simplificaremos el nombre de esta ecuacion como ecuacion de

Fuler-Lagrange fraccionaria C-RL.

Observacion 31 Como ya mencionamos antes, la ecuacion de Fuler-Lagrange
fraccionaria C-RL (2.4) contiene ambas derivadas fraccionarias, las de Caputo y las
de Riemann-Liouville, a pesar de que en el funcional (2.3) aparezcan sélo derivadas
fraccionarias de Caputo. No obstante, es posible escribir la ecuacion de Fuler-Lagrange en
términos de las derivadas fraccionarias de Caputo solamente.

¢ Con qué objetivo querriamos realizar esto? La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
Jugo un papel determinante en el desarrollo del cuerpo teorico del cdlculo fraccionario,
y se utilizo con éxito en aplicaciones estrictamente matemadticas. Pero al tratar de
realizar modelizaciones matemdaticas de fenomenos fisicos reales por medio de ecuaciones

diferenciales fraccionarias, surgio el problema de las condiciones iniciales también de
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orden fraccionario, como vimos en la Observacion 17. Este tipo de condiciones no son
fisicamente interpretables y presentan un obstaculo considerable a la hora de hacer uso
practico del cdlculo fraccionario. El operador diferencial de Caputo, en contraste con el
de Riemann-Liouville, emplea como condiciones iniciales derivadas de orden entero, como
vimos en la Observacion 23, es decir, valores iniciales que son fisicamente interpretables
como en los modelos con derivadas enteras. La definicion que sigue represento pues un
notable avance prdctico en el estudio de fenomenos fisicos como los de tipo viscoeldstico y
otros. Ademds en muchos casos trabajar con la derivada de Caputo hace que los cdlculos
sean mas sencillos, puesto que ésta, en algunos aspectos, es similar a la derivada cldsica,
como vimos en la Observacion 26.

Una manera de hacer que en la ecuacion de Fuler-Lagrange intervengan solo derivadas de
Caputo es utilizando la relacion entre ambas derivadas vista en la Observacion 25.

Ast, para 0 < a < 1, la ecuacion (2.4)

oL o oL
bt DYl | =
y e b{agDst !

puede ser reemplazada por

oL . . oL (b—z)" oL
t =D [ wJ I(1—a) 99D2]y]

=0. (2.5)

r=a

Esta ecuacion contiene términos de contorno que nos pueden dar singularidades en los
puntos extremos, por esta razon, preferimos la ecuacion (2.4) sobre la ecuacion (2.5).

Sin embargo, si se presentan algunas hipotesis adicionales esta ultima puede simplificarse
considerablemente. A continuacion veremos esta reduccion, el trabajo completo se

encuentra en [35].

A continuacién veremos diferentes propiedades que nos habilitaran a realizar un Teorema

que simplifique la ecuacién (2.5).

Observacion 32 Utilizando la Definicion 11 de integral fraccionaria de Riemann-Lioville

por derecha, podemos reescribir el problema (2.3) de otra manera.

J(y) =/ L(z,y, {D3y]) doe =T(a) oIy [(b— ) " L(z,y, SDIY)] - (2.6)
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Lema 7 Sean f € L'([a,b]) y 0 < a < 1. Si existe € € (a,b] tal que

|f(@)] < c(z —a)
para todo x € |a, €] con ¢ >0 y~y > —a entonces

lim I2[f](x) = 0. (2.7)

T—+a

Demostracion: De la Definicién 11 de integral fraccionaria de Riemann-Liouville,

= Cw(x — a)a—i-W
MNa+~vy+1)

tenemos

IP(e) L[ f(2)] =

para todo x € [a, €]. Teniendo en cuenta que a + v > 0, sigue que

s ol F(7 + 1) s aty __
xlgfrla oI5 [f] (x)' < Cm Ilgfrla(ﬁ —a) = 0.

O

Lema 8 El Lema Fundamental del Cdlculo de Variaciones Fraccionario de
DuBois—Reymond

Sean 0 < a < 1, g una funcion diferenciable en [a,b] con g(a) = g(b) =0, y f € L*([a,b])
tal que existe € € (a,b] con |f(x)| < c(x — a)? para todo x € [a, €], donde ¢ >0 y vy > —a
son constantes. Tenemos que, si oI} [f aCDg[gH = (0 entonces f = K, donde K es una

constante.

Demostracion: Para cualquier constante K tenemos,

I [(f — K)§ D3]] A [fED2gl] — K oI [§D2g]]

_K aIba [aCDg[gH

>
§,<|| I

~K(g(b) - g(a)) (2:8)

Q
a{n
[}
&

0.

3{”
S
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Ahora definimos
g(w) = oI [f — K. (2.9)

Podemos observar que por la Observacién 13, la funcién g en (2.9) es diferenciable

en [a,b]. Ademds, de (2.7) del Lema 7 tenemos que g(a) = 0, y eligiendo

1 o B F(Oz + 1)
T = e

K = aIba[f]a

también tenemos que

g(b) = WIg[f = K] = I3 [f] = K [1]
o5t [f] = g ol [f]Z21T = 0.

Es decir que g cumple con las hipdtesis y podemos utilizar (2.8). Entonces,

reemplazando (2.9) en (2.8), obtenemos

0 = Jo[(f-K)SD2g]]
= Jp[(f - K)SDS LI [f — K]]]
= o [(f = K)(f - K)]
= aIl;l [(f_K)2]
1 ”(f(U)—KQdu
I'(«) . (b _ u)l—a ’

Como b — z > 0 para todo = € [a,b), podemos concluir que f(x) = K para todo
x € [a,b]. O

Teorema 19 Ecuacion de FEuler-Lagrange Fraccionaria en Forma Integral

Sea J el funcional en (2.3), es decir

b
J(y) = / L(z,y, ¢ Dgly)) dz = T(a) oI [(0— 2)' "Lz, y, ¢ D3 [y])] (2.10)

definido para las funciones y € EZ, y donde suponemos L € C'([a,b) x R?), diferenciable
respecto a todos sus argumentos. Si y es un optimizador de J, entonces y satisface la

siguiente ecuacion integral de Fuler-Lagrange fraccionaria

oL oL K
5 5] * 5epem ~ 5o 24
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para todo x € [a,b), donde K es una constante.

Demostracion: Sea y* un optimizador de J. Definimos la familia de funciones

y(x) = y"(x) + en(x) (2.12)

donde € es una constante y n € ,E;' es una funcién arbitraria que satisface las

condiciones de borde n(a) = n(b) = 0.

De (2.12), n(a) = n(b) = 0, y*(a) = y, e y*(b) = yp, tenemos que la funcién y es
admisible, es decir, y € C*([a,b]), y(a) = ya e y(b) = y.

De ahora en adelante, denotamos L[y] = L(xz,y, ¢ D).

Como y* es un optimizador del funcional J, la derivada de Gateaux 6J[y*]

necesariamente serd nula, es decir

571y = lim - </abL[y]dx—/abL[y*]dx)

e—0 €

- [ (w025 s comagep L Y e —o.

Definimos A = / ’ (n(x)agygy**]) dry B = / ’ (C?Dg[n]agé—%) dx

Usando el Teorema 15, la homogeneidad de las condiciones sobre 1 y el Teorema 16

de Integracion por Partes Fraccionario,

Y asi obtenemos,

A+B= /ab Cpafy] (d;j ng[ij + a?z@%q) dz = 0.

Reescribiendo esto de otra forma, tenemos la siguiente expresion

I(a)off [g‘Dg[n] <ng“ {agg*q + agg;g*]) (b x)l—a] —0.
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Definimos

OLly’] OL[y"] -
= I b— .
) ( ' { oy | T acDerT) Y
Como L € C'([a,b) x R?), tenemos que f es acotada en un entorno suficientemente
pequeno de a y tomando 7 = 0 > —aq, las hipétesis del Lema 8 se verifican, por lo

tanto existe K constante tal que

(p [220] 4 2H] Y e i

y obtenemos la ecuacion deseada,

(9L[y*]] oLly*] K
o9Dgly* ] (b— )l

g |5
0

Teorema 20 Ecuacion de Fuler-Lagrange Fraccionaria con solo derivadas de

Caputo
Sea y un optimizador de J en (2.3) perteneciente a C'[a,b]N (E5*, con L € C? ([a,b] x R?),
sujeto a las condiciones de borde y(a) = ya, y(b) = wyp, entonces y satisface la

siguiente ecuacion de Euler-Lagrange fraccionaria en la que intervienen solo las derivadas

fraccionarias de Caputo
oL .

o yon; {a_L} _0. (2.13)

0¢ D2y

Demostracion: Consideremos la ecuacién (2.11),

oL oL K
A7 | =— = : 2.14

’ [33/} "D T o) 24

Tomando limite cuando  — b~ en ambos miembros de la igualdad, el lado izquierdo,
como L € C?([a,b] x R?) e y € C'[a,b]N ,E¢, resulta que el primer sumando tiende
a cero y el segundo sumando resulta un ntmero real finito. Mientras que, el lado

derecho diverge si K # 0. Por lo tanto podemos concluir que necesariamente K = 0.

Es decir que la ecuacién (2.14) resulta

oL oL

Frl Bl I 9.1
o {ay]jLaS'D%[y] ’ (2.15)

Por 1ltimo, aplicamos derivada por derecha de Caputo a ambos miembros de la
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igualdad
oL oL
C na «a C na
Dy | I | — ——— | = 2Dy [0], 2.16
: b[ b[ay}+83D%[y]] i 0 (216)
y utilizando linealidad de la derivada de Caputo, el Teorema 15 y la Observacién 19,

obtenemos la condicién (2.13). O

Observacién 33 Podemos observar que en la ecuacion (2.13) aparecen solo derivadas
de Caputo, a diferencia de la ecuacion obtenida anteriormente en (2.4). Notemos la
importancia de que L € C? ([a,b] x R?), sin esta hipdtesis este resultado no seria vdlido.
Como hemos remarcado en Observacion 31, la ventaja de esta nueva formulacion es que las
derivadas de Caputo se consideran mds apropiadas que las derivadas de Riemann-Liouville
para modelizar problemas y hacen los cdlculos mas sencillos de resolver puesto que se
comporta, en algunos casos, de manera similar a la derivada cldasica, como vimos en la
Observacion 19.

Andlogamente a la Observacion 30, simplificaremos el nombre de la ecuacion (2.13) como

ecuacion de Fuler-Lagrange fraccionaria C-C.

A continuacion trataremos otro tipo de problemas variacionales.

2.3. Problemas variacionales mixtos

En esta seccion trataremos una clase de problemas diferentes a los que veniamos
trabajando. Estos consisten en problemas variacionales fraccionarios cuyo lagrangiano no
s6lo depende de las derivadas fraccionarias de Caputo, sino que también dependera de la
derivada de primer orden. Es decir, teniendo en cuenta que el orden fraccionario o € (0, 1),
consideramos que el orden entero es el mayor orden de las derivadas que aparecen en
lagrangiano. Este tipo de problemas los llamaremos problemas variacionales mixtos.
Pero, jpor qué queremos estudiar este tipo de problemas? La principal ventaja de esta
nueva formulacién, con respecto al enfoque puramente fraccionario visto en la seccién 2.2
del Capitulo 2, es que los resultados de los problemas variacionales clasicos ahora podran
ser obtenidos como casos particulares. Recordemos que la tnica posibilidad de obtener la
derivada primera 3’ de una derivada fraccionaria ¢ D% con a € (0, 1), es tomando limite
cuando « tiende a uno. Sin embargo, en algunos casos este limite no existe, como en los
ejemplos dados en [45].

Como hicimos anteriormente, para este tipo de problemas veremos condiciones necesarias

de optimalidad. Encontraremos nuevas ecuaciones de Euler-Lagrange tanto de C-RL como
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de C-C. Para las primeras, seguiremos [41], mientras que las segundas son resultados
nuestros que hemos publicado en [13].
Comencemos primero con el planteo del problema, éste consiste en hallar funciones

y € %Ej, tal que maximicen o minimicen el siguiente funcional

b
J(y) = / L(z,y.y/, CD2[y]) dz (2.17)

y que estén sujetas a las condiciones de borde y(a) = y, e y(b) = ys.

Consideremos o € (0,1) y

By ={y:[a,0] = R/y € C'([a,b]), ¢ DZly] € C([a, b))},

oL
oy
acaTLa[y] posee derivada fraccionaria de Riemann-Liouville por derecha de orden « continua
/
paray € oL.

L funcién de Lagrange de clase C'([a,b] x R?) posee derivada primera continua y

A continuacién veremos diferentes condiciones de optimalidad para las funciones y que

resuelven el problema (2.17).

Teorema 21 Ecuacion de FEuler-Lagrange fraccionaria para problemas mixtos
Siy es un minimo o un mdzximo de J en (2.17) sobre S Ej, entonces y es una solucion de

la ecuacion diferencial fraccionaria

oL d (OL\ p oL
oL _d (0L o 0L | _ 1
Oy da (9?/) R [%Dg{y]} 0 (2.18)

para todo x € |a,b].

Demostracion: Definimos el conjunto

V ={ne sE,/n(a) =n() =0}.

Dado € < 1, consideremos 1 € V' y funciones de la forma y + en.

Definimos la funcion j a valores reales, como

b
J(6) = Ty + en) = / L,y + en, (y + en)', SD[y + en)) do

Como y es minimo o maximo de J, entonces en € = 0 hay un minimo o maximo de

J, luego debe ser 5/'(0) = 0.
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Asi, derivando j respecto de € y evaluando en 0 tenemos

broL oL OL ¢
/ (a_y“a_@/” * as‘Dg[yJ“Df”“’]) dr=0.

Renombrando con

®OL ®OL b oL
A _ e B = i _ o C’Da

tenemos que A+ B+ C = 0.

Ahora integrando por partes a B, en sentido clasico, y a C, en sentido fraccionario

utilizando el Teorema 16, y usando las condiciones n(a) = n(b) = 0, obtenemos
b
d (0L oL
B = — — | =) dv+ — b
[ i () e+ Gt

_ _/b (O8N 4
B andx oy’ “
oL

b oL
_ RL Mo 11—« b
¢ = [y [acm[y]] dot ol {ast[yJ"‘“ ‘

b oL
— RLDa )
/a ne Dy [agDs[y]] e

Asi, como A+ B 4+ C = 0, sacando factor comtun 7

(0L d [(OL\ = g oL
— (= DY | = 0.
/a <3y dx (3?/) e {85133‘[@/]})”% ’

Luego, utilizando el Lema 6, obtenemos

OL d [(OL\ g oL
-2 =Z= Do |22 | —
oy dx (33/) I {32’1?%[9]} &

como queriamos probar. O

A continuacién, siguiendo con las mismas ideas de la seccién 2.2 del Capitulo 2, llegaremos

a la deduccion de una ecuacion de Euler-Lagrange C-C para el problema variacional mixto
(2.17).
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Observacion 34 Como en la Observacion 32, utilizando la Definicion 11 de integral

fraccionaria de Riemann-Lioville por derecha, podemos reescribir el problema (2.17) como,

b
J(y) =/ L(z,y.y, $Dsy)) dv =T (a) oIy [(b—2) "L (z,y, ¢/, {D3lY])] - (2.19)

Teorema 22 FEcuacion de FEuler-Lagrange Fraccionaria en Forma Integral

para problemas variacionales maixtos
Sea J el funcional en (2.17), es decir

J(y)z/ L(z,y,9, {D2y]) do =T(a) oIy [(b—2)" "L (z,y,y/, S DIW])] . (2.20)

definido para las funciones y € *E}, y donde suponemos L € C*([a,b) x R?), diferenciable

respecto a todos sus arqumentos y 6‘9—5, posee derivada primera continua. Si Yy es un

optimizador de J, entonces y satisface la siquiente ecuacion integral de Fuler-Lagrange

oL [d (oL oL K
o [a_y] el Lz_ (@)} T 9T T =2 (2:21)

para todo x € [a,b), donde K es una constante.

fraccionaria

Demostracién: Sea y* un optimizador de J. Definimos la familia de funciones

y(r) = y*(v) + en(x) (2.22)

donde € es una constante y € %E; es una funcién arbitraria que satisface las

condiciones de borde n(a) = n(b) = 0.
De (222), n(a) = n(b) = 0, y*(@) = ya © 4*(b) = gy, tenemos que la fancion y cs
admisible, es decir, y € C'([a,b]), y(a) =y, e y(b) = ys.

De ahora en adelante, denotamos L[y] = L(z,y,y', ¢ D%y).

a

Como y* es un optimizador del funcional J, la derivada de Gateaux ¢J[y*]

necesariamente sera nula, es decir

oo} =t ([ wiar— [ viyiar)

b " . )
= [ (w5 G+ costlgop il ) oo,
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Definimos

o ) - ()

yO:/:(fDi‘[n]agé—%) dx

Usando el Teorema 15, la homogeneidad de las condiciones sobre 1 y el Teorema 16

de Integracion por Partes Fraccionario,

= [ (ot [P ) ar

Y asi obtenemos,

b
le' o | OLy* « OL[y* oL[y*
A+B+C :/ aCDw[n] <ach |: Bg[;?i ]] - a:]b [% (6(1;[?’5)’])} + 85‘1)[;[3];*]) dr = 0.

a

Reescribiendo esto de otra forma, tenemos la siguiente expresion

(6% 6% (6% 8L * (6% 8L * 8L * —Q
Da)ofy [SD3n (15 [SY] - o8 [ (55| + s2d) 0= = 0.

Definimos

= (o (5] £ () ) oo~
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Como L € C'([a,b) x R3) y a—yL, posee derivada primera continua, tenemos que f es

acotada en un entorno suficientemente pequeno de a y tomando v = 0 > —a, las

hipétesis del Lema 8 se verifican, por lo tanto existe K constante tal que

(251 [ () o

y obtenemos la ecuacion deseada,

i [8555]] b [di (%5”9)] * 5ePel] = o

O

Teorema 23 FEcuacion de Fuler-Lagrange Fraccionaria con solo derivadas de
Caputo para problemas variacionales mixtos

Sea y un optimizador de J en (2.17) perteneciente a “E;, con L € C?([a,b] x R?), sujeto
a las condiciones de borde y(a) =y, y(b) = yy, entonces y satisface la siguiente ecuacion

de Euler-Lagrange fraccionaria que intervienen solo las derivadas fraccionarias de Caputo

oL d (9L . oL
= 2 [ Z= DY —— | =0 . 2.2
Oy dr (511/) T {351?3[1/]] ! (2.23)

Demostracion: Andloga a la demostracion del Teorema 20 en la seccion 2.2 del
Capitulo 2.

O

Observacion 35 Como dijimos al principio de esta seccion, pudimos encontrar dos
condiciones necesarias de optimalidad: una ecuacion de Euler-Lagrange fraccionaria C-RL,
que es la ecuacion (2.18), y una ecuacion de Euler-Lagrange fraccionaria C-C, que es la
ecuacion (2.23). Podemos observar que en ambos casos se pueden obtener a la ecuacion de
FEuler-Lagrange (2.2) del problema variacional cldsico y las ecuaciones de Fuler-Lagrange
fraccionarias C-RL (2.4) y C-C (2.13) como casos particulares de las ecuaciones obtenidas

en esta seccion, puesto que ambas son una combinacion entre ellas.

Observacion 36 A lo largo de esta tesis trabajaremos con ambas condiciones de
optimalidad y en el Capitulo 5 vamos a realizar una comparacion entre ambos métodos

de resolucion.
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2.4. Conclusiones del Capitulo

En este capitulo hemos estudiado diferentes tipos de problemas variacionales, tanto en
su version clasica (con derivadas de orden entero), como en su versién fraccionaria (con
derivadas de orden real positivo).

El célculo variacional fraccionario es un campo reciente, iniciado en 1997, donde los
problemas variacionales clasicos son considerados, pero en presencia de derivadas o
integrales fraccionarias. Para resolver estos problemas, es posible obtener condiciones
necesarias llamadas ecuaciones diferenciales de Euler-Lagrange. A lo largo de este capitulo
hemos mostrado dos tipos de estas ecuaciones, las ecuaciones C-RL que son ecuaciones
de Fuler-Lagrange donde intervienen derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y de
Caputo, y las ecuaciones C-C donde sélo aparecen derivadas fraccionarias de Caputo.

En una de las secciones, se considerd que la derivada de orden mas alto en el lagrangiano
es de orden entero. La principal ventaja de esta formulacién, con respecto al enfoque
fraccionario puro adoptado en la literatura, es que, ademas de incluir los resultados de los
problemas fraccionarios, también los resultados clasicos del calculo variacional se pueden
obtener ahora como casos particulares. Recordemos que la tnica posibilidad de obtener
la derivada clasica ¥’ de una derivada fraccionaria ¢D%[y], con a € (0,1), es tomar
el limite cuando « tiende a uno. Sin embargo, en algunos casos este limite no existe
[45]. Para estos problemas variacionales, hemos demostrado la existencia de ecuaciones de
Euler-Lagrange fraccionarias C-RL y C-C [13]. También hemos observado que la ecuacién
de Euler-Lagrange fraccionaria C-C mejora los cédlculos con respecto a la ecuacién de
Euler-Lagrange fraccionaria C-RL, debido a su similitud con la derivada de orden entero.
En los capitulos que siguen comprobaremos esto, implementando estas técnicas para la
resolucion de un problema de control 6ptimo de manejo de la extraccién de cierto recurso

renovable.
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Capitulo 3
Ecuaciones logisticas fraccionarias

En este capitulo vamos a presentar un analisis de una ecuacion diferencial cubica
fraccionaria, que es una generalizacion de diferentes versiones de ecuaciones logisticas
fraccionarias. El objetivo consiste en realizar una comparacion entre los diferentes modelos
logisticos utilizando dicha ecuacién ctibica.

Comenzaremos el capitulo demostrando existencia y unicidad de solucién del problema
cubico fraccionario, continuaremos con un analisis de estabilidad, y por ultimo, mediante
la implementacién de algin método numérico para la resolucion de la ecuacion ctibica
fraccionaria, realizaremos una comparacion entre los diferentes modelos logisticos.

Los temas tratados en este capitulo son resultados nuestros que hemos publicado en [14]

y pueden verse en [15].

3.1. Ecuacion cubica fraccionaria

Predecir el nimero de poblacién es uno de los factores mas importantes para una buena
gestion de la misma. Esto ha sido tratado por varios métodos conocidos, uno de ellos
es mediante el desarrollo de un modelo matematico que describe el crecimiento de la
poblaciéon. El modelo generalmente es una ecuacién diferencial, o un sistema de ecuaciones
diferenciales, acorde con la complejidad intrinseca de la poblacién estudiada. Los modelos
de crecimiento mas utilizados actualmente son aquellos que tienen una solucién sigmoidea
de series de tiempo, incluida la ecuacién logistica de Verhulst [23]. La ecuacién logistica
aparece en diversos modelos de crecimiento de poblaciones, propagacion de enfermedades
epidémicas y difusién en redes sociales.

Por otro lado, motivado por sus aplicaciones en diferentes areas, el cdlculo fraccionario esta
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en desarrollo, lo que ha llevado a un gran crecimiento de su estudio en las tltimas décadas.
Siendo una extensién del calculo tradicional, el calculo fraccionario se ha empleado con
éxito en el modelado de fendmenos y sistemas fisicos. Contrariamente al caso entero, la
derivada fraccionaria es un operador no local [25, 44], contiene parcial o totalmente la
historia o futuro temporal o el comportamiento espacial de la funcion, promediadas de
una cierta forma. Esto convierte a las ecuaciones diferenciales fraccionarias en candidatas
idoneas para la modelizacién de fendmenos con memoria o efectos posteriores, aquellos en
los que lo que ocurre en un punto en el espacio o en un instante de tiempo depende de un

intervalo (espacial o temporal) que contiene al punto o al instante, [28].

Por esta razén, han surgido diferentes versiones fraccionarias de la ecuacién logistica [1, 26],

entre las cuales se encuentran:

= Ecuacion logistica fraccionaria:

Dzl = ra) (1- 52, (3.1)

donde r > 0 es la tasa de crecimiento intrinseco y K > 0 la capacidad de carga del

recurso.

= Ecuacion logistica fraccionaria con cosecha:

D [x] = ra(t) (1 — %) — Ex(t), (3.2)

donde E > 0 es el esfuerzo realizado para extraer una proporcién del recurso

estudiado.

= Ecuacion logistica fraccionaria con efecto Allee:

5z ol = rat) (1= 52 ) olt) = ) (3.3

donde m > 0 es el umbral del efecto Allee, esto es la densidad de poblacién minima
para el crecimiento de la especie, debajo de esta cantidad la poblacién muere (la
tasa de crecimiento es positivo sélo en el rango m < x < K y es negativo fuera del

mismo).
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= Ecuacion logistica fraccionaria con efecto Allee con cosecha:

ED% [x] = ra(t) (1 - %?) (x(t) —m) — Ez(t). (3.4)

Observacion 37 Con estas modelizaciones nos preguntamos, ;Por qué se elige la
derivada fraccionaria de Caputo y no la de Riemann-Liouville para representar el
crecimiento fraccionario de la especie?;Y por qué se considera por izquierda de 0 a t
y no por derecha de t a T'? El motivo por el cual se elige la derivada fraccionaria de
Caputo y no la de Riemann-Liouville lo tratamos en la Observacion 31. Con respecto a
por qué se considera la derivada por izquierda y no por derecha surge de la Observacion 24,
como la evolucion de cierto recurso depende del pasado del mismo, hemos decidido elegir
para la modelizacion de la evolucion de la especie la derivada fraccionaria de Caputo por
izquierda. Ver [22].

El objetivo de este capitulo es estudiar una ecuacién cibica fraccionaria, que como puede
observarse es una generalizacién de estas diferentes versiones de ecuaciones logisticas
fraccionarias (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4).

Consideremos entonces,

» Ecuacién cubica fraccionaria:
ng‘ [z] = az®(t) + bx?(t) + cx(t), (3.5)

donde a, b, c € R.

Observacion 38 En la ecuacion (3.5) omitimos el término independiente debido a que

no es necesario considerarlo para obtener una ecuacion que generalice a las ecuaciones
logisticas fraccionarias (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4).

3.2. Existencia y unicidad de solucion

Consideremos el siguiente problema de valor inicial

§ D[] = ax3(t) + bx?(t) + cx(t),
(3.6)
2(0) = o,

conzg e R t>0y0<a<l.
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Definicién 16 Dado I = [-T,T] con T > 0, una solucion del problema (3.6) en I es

cualquier funcion x(t) tal que
i) Existe § D& [x] Vt € 1.
i) §D[x] = az®(t) + ba*(t) + cx(t)VE € 1.
i) x(0) = xo.
Observacion 39 Podemos observar que la funcion f : R — R definida como

f(2) = az® +bz* + ¢z, es una funcién continua sobre R. Ademds, podemos reescribir el

item 1) de la definicion anterior como
i) D¢ [z] = f(x(t))Vt € 1.

A continuacién veremos una formulacion integral de la solucion vista en la Definicion 16,
que nos servird para probar existencia y unicidad del problema (3.6). Su demostracién

puede verse en [25].

Lema 9 Sea I = [-T,T] con T > 0 y f definida como en la observacion anterior. Bajo
estas condiciones, una funcion x es una solucion del problema (5.6) en I si y sélo si

satisface la siguiente formulacion integral
1. z € C(I).
2. x(t) = zo+ olf [f(z)] Yt € 1.

Definicién 17 Sea I = [-T,T] con T > 0, sobre el espacio C(I) definimos la norma

Bielecki como

Y

]l = sup e a(t)
tel
con N > 0, ver [40].

Observacion 40 FEl espacio métrico (C(I),d), donde d es la métrica inducida por la

norma ||.||y, resulta completo.

Teorema 24 Consideremos el problema (3.6), la funcidn f como en la Observacion 39 y
H =[-h,h], con h >0 yxg € H su interior. Entonces para cada o existe § > 0 tal que
si denotamos con I = [—§,0], existe unica solucion en Is del problema (3.6) de modo tal
que x(t) € HVt € I;.
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Demostracion: Sabemos que por Observacién 39, f € C(R), en particular resulta

f € C(H). Luego, como H es compacto, existe M = ngdf( s)|.
sE

Fijamos ¢ tal que

< <o (B 0y,

y consideramos el espacio X = {x € C(ly) : z(t) € H, Vt € I5}. Como X es cerrado
contenido en el espacio normado (C(I), ||.||), completo por Observacién 40, resulta

(X, d) espacio métrico completo con d inducida por la norma.

Por Lema 9, una funcién z es solucién del problema (3.6) en I si y sélo si x verifica

la formulacion integral en 5.

Notemos que si una funcién z verifica 1) y 2) de la formulacién integral en 15, entonces
x(t) € (—h,h) C HVt € I5. En efecto, supongamos que esto no pasa, es decir existe
t € I5 tal que |x(t)] > h. Como |z(0)| = |zo| < h, por continuidad de la funcién |z|
existirfa j € Is, con j # 0 tal que |z(j)| = h. Sea t € I5, con  # 0, el primer valor
tal que |x(f)| = h, luego |x(t)| < hVt € (0,%). Por 2) tendriamos que

b= 1eld) = [t [ s

< ool + / A | (o)) ds
< [zl + MF(a+1)
< |JZ0|+MF( ) <h,

por la eleccién de §. Es decir que h < h, lo cudl es absurdo. Esto surge de
suponer que existe ¢ tal que |z(£)| > h. Por lo tanto |z(t)] < hVt € I; y resulta
x(t) € (—h,h) C HVt € I;.

Ahora, es claro que una funcién z es solucién del problema (3.6) en Is si y solo si

xr € X y satisface 2) de la formulacién integral.

Definimos entonces a G : X — X como el operador tal que

G(z(t)) = o + ol [f(2)] = zo + o} [az® + bs® + cx].

G estd bien definido pues G(z) € C(I;) trivialmente y ademas G(z) € H, Vt € I;.
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Esta tdltima afirmacion es cierta puesto que

o 5o
B NI ) S
Mot D = Mo

t
IG(x)(1)] < |g;0|+/0 5= f((s)) | ds = |zol+M

Ahora, es claro que z es solucion unica del problema (3.6) en Is si y sélo si x es el
unico punto fijo de G. Para ver esto, vamos a utilizar el Teorema del Punto Fijo de
Banach sobre el espacio métrico completo (X,d), demostrando que G es un operador

contractivo.
e M(G(x)(t) — Gy) )] = [e M oI [a(@® — v*) + b(a® — y?) + c(z — y)]|
Esto resulta igual a

Jy el e N a(ad(s) = v¥(s)) + b(a(s) = 13 (5)) + cl(s) = y(s))] ds|

=)/tﬁf-”W“WWﬁ@—f@nuﬁ@—f@>

y(s) ds|
| [ al) = y(s)] [ala(s) + a(ohyls) + 57(0)
H0(e(s) +y(s) + ]| ds

|z — yHN/O (t}s(zf)fle’N(t*S) [a(2?(s) + z(s)y(s) + y>(s))
+b(x(s) +y(s)) + ¢]| ds,

IN

IN

mediante el cambio de variable u =t — s, es igual a

t
o=l [
0

+y?(t — ) + b(x(t —u) + y(t —u)) + ]| du.

ua—l

me’N“ [a(z®(t — u) + z(t — w)y(t — u)
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Resultando,

e (G (@) = G| < llz —ylly (3lal h* + 2B 7+ |e]) N / N“ _N“dU-

Por Definicién 1 de la funcion Gamma, obtenemos

3lal h? +2|b| h + |c| T(«)
Ne ['(a)’

‘e_Nt(G@) - G(y))(t)} <llz—ylly

luego
_ 3la|h? 4+ 2|b| h + |c
e N(Gw) — GO < o -yl 2B

Considerando N de manera tal que N® > 3|a|h® + 2|b|h + |c|, entonces

|G(x) — G(y)|ly <l —ylly, v asi el operador G resulta contractivo y el problema

posee Unica solucion. O

Observacion 41 El Teorema 24 garantiza la existencia y unicidad de solucion del
problema (3.0) en un intervalo Is para cierto § > 0, sin embargo este dominio de existencia

de solucion puede prolongarse a todo I, ver [40].

3.2.1. Existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones

logisticas fraccionarias

A continuacién analizaremos como caso particular qué sucede con la existencia y unicidad
de solucion de los problemas cuando la ecuacién cibica es alguna de las ecuaciones

logisticas fraccionarias presentadas. Aqui consideraremos ¢ € I = [0,7"] con T > 0.

= Ecuacion logistica fraccionaria:

EDY [x] = ra(t) <1 - %) : (3.7)

Esta es la ecuacién ctibica fraccionaria (3.5) paraa =0,b= —% y c=r.

Luego N > 2Zh +r =17 (2 + 1). Este resultado es andlogo a lo obtenido en [26].

= Ecuacion logistica fraccionaria con cosecha:

YD [x] = ra(t) (1 - %) — Ex(t). (3.8)



_r

wyc=r—FE.

Esta es la ecuacion cubica fraccionaria (3.5) para a =0, b =
Luego N® > 2%h + |r — E.

= Ecuacion logistica fraccionaria con efecto Allee:

D [x] = ra(t) (1 — %) (x(t) —m). (3.9)

Esta es la ecuacion cubica fraccionaria (3.5) paraa = —%=, b= (2 + 1) ry c = —rm.
Luego N*® >3%h2+2(%+1)rh+rm:r(m+ (2 +1) 2h+3%).

» Ecuacion logistica fraccionaria con efecto Allee con cosecha:

§D [x] = ra(t) <1 — ?) (x(t) —m) — Ex(t). (3.10)

Esta es la ecuacién cibica fraccionaria (3.5) para a = —%, b = (% + 1)r y

c=—rm-—F.

LuegoNa>3%h2—|—2(%+1)rh+rm+E:r(m+(%—1—1)2/1-1-3%2)+E-

3.3. Analisis de estabilidad de la ecuaciéon cubica

fraccionaria

Cuando se trabaja con ecuaciones diferenciales que modelan crecimiento poblacional
siempre es importante realizar un analisis de estabilidad de las soluciones de las mismas

para ver el comportamiento de las especies a largo plazo.

3.3.1. Caso general

Consideremos un problema de valor inicial fraccionario arbitrario,

{ § D¢ () = f(x(1)), (3.11)

z(0) = o,

cont>0y0<a<l.
Para hallar los puntos de equilibrio z, de dicha ecuacién establecemos la condicion
§D[z] = 0, es decir,

Fl2eq) = 0. (3.12)
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Para estudiar la estabilidad de cada punto, buscamos las matrices jacobianas A., de f

:rcq:| :

Luego, calculamos los autovalores A, de A, para cada punto de equilibrio.

evaluadas en cada punto de equilibrio,

A= | F(()

Por 1ltimo, sacamos conclusiones siguiendo el siguiente Teorema cuya demostracion puede

verse en [3, 25].

Teorema 25 Sean A, los autovalores de Aeq, matriz jacobiana de f asociada al punto de

equilibrio T.q. Luego

» siarg(Aeg) < % para algin g, entonces el punto de equilibrio x., es localmente
inestable (1),

» st arg(Aeg) = % para todo Aeq, entonces el punto de equilibrio x., es localmente
estable (E), siendo localmente asintéticamente estable (AE) si arg(Aeq) > % para
todo Aeq.

Ahora examinaremos los puntos de equilibrio de la ecuacion ctibica fraccionaria.

3.3.2. Caso ecuacion cubica fraccionaria

Los resultados de esta seccién fueron publicados en [14].

Consideremos 0 < a < 1y a,b,c € R para el siguiente problema

{SWMﬂzmwnzwwwwﬁw+w@a (3.13)

Para hallar los puntos de equilibrio de la ecuacién en (3.13), primero establecemos la
condicién §Dg[z] = 0, es decir
az®(t) + br*(t) + cx(t) = 0.

© Si a # 0, obtenemos los siguientes tres puntos de equilibrio

—b+b? — 4dac

2a

r1=0y T23 =

Analizando el signo de %(wi), 1 =1, 2,3, podemos obtener la estabilidad de estos puntos.
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I 0 .
» Punto de equilibrio z; = 0: como a—f(:vl) = ¢, podemos concluir
T

e Sic >0, resulta arg(%(zl)) =0 < 9F entonces x; es (I).

e Sic <0, resulta a'r’g(%(:ﬁl)) 7 > ¢ entonces ; es (AE).

e Si ¢ =0, no hay conclusién puesto que %(xl) = 0.

» Punto de equilibrio x5 = %@: como %(@) = b -b 622—(L4ac — 4ac’
podemos concluir
e Sia>0yb< b —4ac, resulta arg(%(xg)) =0 < % entonces x5 es (I).
e Sia<0yb>+b%— 4dac, resulta arg(%(xg)) =0 < % entonces x5 es (I).
e Sia>0yb>+b? —dac, resulta arg(%(a;g)) = m > 9 entonces z; es (AE).
e Sia<0yb< b2 —4dac, resulta a'r’g(a—i(a@)) = m > SF entonces x5 es (AE).

e Si b= +b?—4ac o b> — 4ac < 0, entonces x5 = x; = 0, ya fue analizado.

Si b? — 4ac = 0, no hay conclusién puesto que %(1’2) =0.

b? + b\/b? — dac — 4ac
2a ’

1. . —bh— 2__
= Punto de equilibrio z3 = =2=-=14c;

como - - (x3) =

podemos concluir

e Sia>0yb< —vb? — 4dac, resulta arg(%(mg)) =7 > %" entonces x3 es (AE).
e Sia<0yb>—b? — 4dac, resulta arg(%(xg)) =T > % entonces x3 es (AE).
e Sia>0yb>—b®— 4ac, resulta arg(%(xg)) =0 < % entonces w3 es (I).
e Sia<0yb< —vb®— 4ac, resulta arg(a—i(:pg)) =0 < 9 entonces w3 es (I).

e Sib=—vb2—4daco b?® — 4ac < 0, entonces x3 = x; = 0, ya fue analizado.

e Si b® — 4ac = 0, no hay conclusién puesto que %(.%'3) =0.
© Sia =0, los puntos de equilibrio son
c
=0y 2= e

suponiendo que b # 0y ¢ # 0 puesto que de no ser asi seria 7 = 0 el inico punto de
equilibrio.

Analizando el signo de %(xi), 1 = 1,2, podemos obtener la estabilidad de los puntos.
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= Punto de equilibrio x; = 0: Anélogo al caso anterior.

= Punto de equilibrio x5 = _Z: como 2L
Oz
e Sic > 0, resulta arg(%(:pg)) =
e Sic <0, resulta a'r’g(%(:ﬁg)) =

>
0<

(x2) = —c¢, podemos concluir

% entonces 13 es (AE).

- entonces x5 es (I).

Todo lo desarrollado anteriormente se resume en la siguiente Tabla 3.1.

2 =0 c>0 zy es (I)
c<0 zy es (AE)
0> 0 b < Vb — dac zo es (I)
b B dac b>Vb?—4ac | x5 es (AE)
Ly = 2 —dac
a0 ’ 2 0<0 b < Vb? — dac zg es (AE)
b>Vb?—4dac | x5 es (I)
00 b < —Vb? —4ac | z3 es (AE)
b /B?dac b> —vb?>—4dac | x3 es (I)
L —
’ 2a 0<0 b< —vb*—4dac | z3 es (I)
b> —vb*—4dac | x5 es (AE)
— c>0 z1 es (I)
a=0 c<0 zy es (AE)
c c>0 x5 es (AE)
To — %
c<0 zo es (I)

3.3.3.

Tabla 3.1: Puntos de equilibrio

fraccionarias

Ahora veremos qué sucede con las ecuaciones logisticas fraccionarias (3.1), (3.2), (3.3) y

Analisis de estabilidad aplicado a las ecuaciones logisticas

(3.4), como caso particular de lo trabajado para la ecuacién cibica.

= Ecuacion logistica fraccionaria: Como mencionamos antes, esta es la ecuacion
(3.5) paraa=0,b= —% yc=r. Luego, a =0,b <0y c > 0, entonces los puntos

de equilibrio son z; = 0 que es (I) y xo = K que es (AE). Este resultado coincide

con el analizado en [26].




» Ecuacién logistica fraccionaria con cosecha: Esta es la ecuacién (3.5) para
a=0,b=—%yc=r—E. Suponiendo que la tasa de crecimiento intrinseco es
mayor al coeficiente de cosecha (r > E), a =0, b < 0y ¢ > 0, entonces los puntos

ey - _ E
de equilibrio son 1 = 0 que es (I) y 9 = K ( — 7) que es (AE). En el caso en que

la tasa de crecimiento intrinseco sea menor al coeficiente de cosecha (r < E), a = 0,
b<0yc<0,resultaz; =0 (AE) y 2, = K (1 — £) (I).

» Ecuacién logistica fraccionaria con efecto Allee: Esta es la ecuacién (3.5) para
a=—%,b= (% + 1) ryc=—rm. Luego a < 0,b >0y c <0, entonces los puntos
de equilibrio son z; = 0 que es (AE), 5 = m que es (I), debido a que b > /b2 — 4ac,
y 3 = K que es (AE), debido a que b > —/b? — 4ac. Este resultado coincide con el

analizado en [1].

= Ecuacion logistica fraccionaria con efecto Allee con cosecha: Esta es la
ecuacién (3.5) para a = —4, b = (%—1—1)7“ y ¢ = —rm — E. Luego a < 0,
b >0y c < 0. Podemos clasificar los puntos de equilibrio de acuerdo al valor del

coeficiente de cosecha E. Si F < = (K —m)? entonces estos son z; = 0 que es (AE),
Ty = 3 (m—l—K—i— \/(K—m)2 —4@) que es (I), debido a que b > vb? — 4ac, y
Ty =3 (m + K — \/(K —m)? — 4%) que es (AE), debido a que b > —v/b? — 4ac,

_r_

1K
llevando a la extincién de las especies.

mientras que si £ > % (K — m)? el tinico punto critico es x; = 0 que es (AE),

Para ver bien qué representan estos valores, y hacer una comparacion entre estas distintas
ecuaciones, a continuacién vamos a realizar diferentes ejemplos variando los pardmetros

de las mismas.

3.4. Ejemplos

Como las ecuaciones fraccionarias (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4) son muy dificiles de resolver,
tuvimos que recurrir a un método numérico para realizar una comparacion de las mismas.
El método numérico utilizado es el método de Adams fraccionario visto en la Definiciéon
14, que se puede encontrar también en [9, 36].

Los cédigos los realizamos en lenguaje Python, se pueden ver en el Anexo en Cdédigo
1, Cédigo 2 y Codigo 3. Podemos observar que el cédigo realizado para la ecuacién

cubica fraccionaria incluye los cédigos hechos para cada ecuacion logistica fraccionaria en
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particular, es decir, el programa para la ecuacién ctibica fraccionaria simplifica el trabajo
puesto que alcanza con utilizar un sélo codigo.

A continuacién realizaremos diferentes gréficas de las poblaciones z(t) para las distintas
ecuaciones logisticas fraccionarias, teniendo en cuenta la variacién de los pardmetros

r, K, m, E, xo, ay T.

= En las siguientes gréficas, consideramos la ecuacién logistica fraccionaria con cosecha

CDY0 [z] = 0,52(t) (1 - %) — Ex(t),
donde r = 0,5 es la misma tasa que en [26] pero consideramos una capacidad de
carga de K = 10 y a = 0,5. Cada grafica representa la solucién aproximada de la
ecuacion fraccionaria para un coeficiente de cosecha FE fijo, donde los valores iniciales
z(0) = z( van variando. El tiempo final elegido es 7' = 500 puesto que en general
las soluciones de la ecuacién logistica fraccionaria toman mucho tiempo en alcanzar

su estado de equilibrio.

Podemos notar en la Figura 3.1 que si la cosecha de las especies es cero, las soluciones
se estabilizan en K = 10, andlogamente al comportamiento visto en [26] en donde las
soluciones también se estabilizan en la capacidad de carga. A medida que la cosecha
se incrementa, existen estabilidades en puntos intermedios hasta que la especie se
extingue cuando hay una sobre-explotacién como en la tultima grafica. Esto es similar
al caso entero, la tnica diferencia es en el modo en que estas soluciones alcanzan el

equilibrio.

= En las siguientes graficas, consideramos la ecuacion logistica fraccionaria con cosecha

t
Dzl 0500 (1- 5 ) ~ 02000
donde nuevamente r = 0,5, K = 10 y £ = 0,2. En este caso, cada grafica representa
las soluciones aproximadas de la ecuacion fraccionaria para un valor inicial z(0) = zg

fijo, donde los valores de « varian. Nuevamente, el tiempo final elegido es T" = 500.

Podemos notar en la Figura 3.2 que para diferentes valores de « se alcanza el mismo
equilibrio, pero de manera diferente. Las formas de cada solucién x(t) son diferentes
y los tiempos en los que cada una alcanza el valor de equilibrio también lo son, es
decir cuando el valor de a decrece, las soluciones tardan mas en alcanzar al equilibrio

porque crecen mas lentamente.
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41 44
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Figura 3.1: Soluciones de las ecuaciones logisticas fraccionarias con cosecha para
E =0, £E=0.05 F =02y E =0.5.

= En las siguientes graficas, consideramos la ecuacion logistica fraccionaria con efecto

Allee con cosecha

€D [a] = 05 2(1) (1 - f—f))) (o(t) — 1) — Bw(t)

donde r = 0,5, K = 10, m = 1, son los mismos pardmetros que en [1] y o = 0,5. En
este caso, cada grafica representa la soluciéon aproximada de la ecuacién fraccionaria
para un coeficiente de cosecha FE fijo, donde los valores iniciales x(0) = x, varfan.
El tiempo final es T' = 25, debido a que las soluciones de las ecuaciones con efecto
Allee alcanzan el equilibrio mas rapidamente que en el caso anterior donde no se
tenia este efecto. Podemos notar en la Figura 3.3 que si la cosecha es cero, las
soluciones se estabilizan en la capacidad de carga K = 10, salvo la solucién con
zo = 0,1 que en este caso se estabiliza en cero, andlogamente a [1]. A medida que la
cosecha incrementa, existen estabilidades en puntos intermedios hasta que la especie

se extingue en todos los casos cuando el valor de la cosecha ' = 1,5 > 1,025 =
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—oa =025 —oa=0.25
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100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
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Figura 3.2: Soluciones de las ecuaciones logisticas fraccionarias con cosecha para zy =0.1,
ro =4, o =8 y 1o =12.

1= (K —m)? en la dltima gréafica. Esto es similar al caso entero, la diferencia estd en
el modo en que las soluciones alcanzan estos equilibrios, que es méas lento cuando el

valor de « decrece.

Por otro lado, si comparamos con la Figura 3.1 encontramos mas cosas a destacar.
En el caso £ =0y E = 0,5 son similares salvo que estas tltimas soluciones alcanzan
méas rapidamente el equilibrio, en T" = 25 ya se puede observar como van tendiendo
al equilibrio, a diferencia del caso anterior donde necesitdbamos T" = 500, y para
xo = 0,1 las soluciones de la ecuacion con efecto Allee se extinguen mientras que las
de la ecuacién logistica no. Para F = 1 ya podemos ver que también se extingue la
solucién de la ecuacién con efecto Allee para o = 4. Ya para E = 1,5 ambos casos

coinciden en cuanto a que todas las poblaciones se extinguen.

= En las siguientes graficas, consideramos la misma ecuacion logistica fraccionaria con
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Figura 3.3: Soluciones de las ecuaciones logisticas fraccionarias con efecto Allee con cosecha
para =0, E =05 E=1y E =1.5.

efecto Allee con cosecha

z(t)

YD [x] = 0,52(t) <1 T

) @)~ 1) - 02000,
donde nuevamente r = 0,5, K = 10, m = 1y E = 0,2. En este caso, cada grafica
representa la solucién aproximada para un valor inicial z(0) = zy fijo, donde el valor

de « varfa. Nuevamente el tiempo final elegido es T' = 25.

Podemos notar en la Figura 3.4 que para diferentes valores de « se alcanzan los
mismos equilibrios, que varian dependiendo la condicion inicial. Para zy = 0,1 vemos
la extincion de las especies en todos los casos. Para las otras condiciones iniciales, se
alcanza un estado intermedio entre la capacidad de carga y la extincién. A medida

que los valores de o decrecen, las soluciones crecen mas lentamente al equilibrio.

Por otro lado, si comparamos con la Figura 3.2 encontramos mas cosas a destacar.

Para zy = 0,1 estas soluciones se extinguen mientras que las soluciones de las
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Figura 3.4: Soluciones de las ecuaciones logisticas fraccionarias con efecto Allee con cosecha
para xg =0.1, xg =4, 19 =8y xo = 12.

logisticas, sin efecto Allee, no. En cuanto a las otras condiciones iniciales, podemos
ver que en ambos casos las soluciones convergen al equilibrio, observando que son
equilibrios diferentes siendo los de las soluciones de las ecuaciones con efecto Allee
mas grandes que los de las soluciones de las logisticas sin efecto Allee, pero ademas,
como ya mencionamos antes, éstas lo hacen mas rapidamente, en T' = 25 ya se puede

apreciar.

3.5. Conclusiones del Capitulo

En este capitulo presentamos un analisis de una ecuacién diferencial ctibica fraccionaria,
que es una generalizacién de diferentes versiones de ecuaciones logisticas fraccionarias con
o sin efecto Allee y con o sin cosecha.

Comenzamos el capitulo demostrando existencia y unicidad de solucién del problema
cubico fraccionario, continuamos con un analisis de estabilidad sensible a la variacién de

los diferentes parametros, y por tltimo, mediante la implementacion del método numérico
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de Adams fraccionario pudimos realizar una comparaciéon entre los diferentes modelos
logisticos fraccionarios.

Pudimos notar que los resultados obtenidos para la ecuacién ctbica fraccionaria realmente
generalizan los resultados de las ecuaciones logisticas fraccionarias, en cuanto a que se
podian obtener como casos particulares reemplazando los valores de los parametros.

En cuanto a la comparacion entre los diferentes tipos de logisticas fraccionarias podemos
analizar dos aspectos. Por un lado la diferencia entre con o sin cosecha, es claro que la
relacion entre el coeficiente de cosecha y la tasa de crecimiento determina si la poblacion
se extingue o no, en cualquiera de los casos. Por otro lado la diferencia entre con o sin
efecto Allee es mas compleja. Puesto que en el caso sin efecto Allee el tinico punto critico
es la capacidad de carga, incluso en aquellos problemas donde el valor inicial es pequeno;
y el caso con efecto Allee es un poco mas realista y agrega, ademéas del equilibrio en la
capacidad de carga, un equilibrio mas en la extincién de las especies cuando el valor inicial
de las mismas es bajo. Es decir, el modelo fraccionario con efecto Allee tiene en cuenta
esa cantidad minima necesaria para que una poblacién comience a reproducirse y a crecer,
en contraste al caso sin efecto que no considera esta cantidad. Sin embargo, no hay que
perder de vista que si bien la ecuacion fraccionaria con efecto Allee parece modelar mejor
la situacion del crecimiento poblacional, no deja de ser una ecuacién cubica compleja
de tratar, a diferencia de la ecuacion logistica fraccionaria que es cuadratica, facilitando
muchisimo los calculos y siendo también una muy buena representacion de la realidad.
En resumen, todas las ecuaciones logisticas fraccionarias presentadas modelan el
crecimiento poblacional, comportandose de maneras similares. Poseen pequenas
diferencias, haciendo que la ecuacion con efecto Allee sea mas realista pero mas compleja
de trabajar con respecto a los calculos que la ecuacion logistica fraccionaria sin efecto

Allee que es menos realista pero es mas sencilla de trabajar.
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Capitulo 4

Problema del manejo de cosecha de

uIin recurso

En este capitulo vamos a estudiar un problema de control fraccionario que modeliza la
maximizacion de la ganancia obtenida mediante la explotacién de cierto recurso natural

cuya dindmica esta gobernada por una ecuacion logistica fraccionaria.

Debido a la singularidad del problema, vamos a desarrollar diferentes técnicas de

resolucion, tanto para el caso clasico como para el caso fraccionario.

En la dltima seccién implementaremos simulaciones numéricas para realizar una

comparacion entre ambos casos.

Los temas tratados en este capitulo son resultados nuestros que pueden verse en [16].

4.1. Un problema de control optimal simple

Cuando la ecuacién logistica es usada para describir la evoluciéon natural de cierta especie,
es légico pensar en la explotacion de este recurso renovable. Por este motivo, decidimos
hacer un estudio de la maximizacién de la ganancia obtenida mediante la explotacion de
dicho recurso natural.

A continuaciéon veremos un problema de control 6ptimo clasico simple que modelizara el
problema propuesto. Decimos que es un problema clasico puesto que en la ecuacion que
describe la dindamica aparece la derivada entera de primer orden.

Para més informacién respecto del modelo propuesto referirse a [23].

Consideremos el siguiente problema de control 6ptimo clésico:
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T

=X
hmin S h/<x(t)) S hmax~

\
Aqui T representa el tiempo final, o la condicién inicial, z7 la condicién final, h,in v Amas

la cosecha méxima y minima preestablecidas, y e~

representa un factor de descuento,
siendo 0 > 0, la tasa anual de descuento instantaneo, que puede valer cero.

En este problema aparece la siguiente ecuacion dinamica

x(t) = rz(t) < - %) — h(z(t)), (4.2)

que es el crecimiento logistico del recurso. Aqui r > 0 es la tasa de crecimiento intrinseco,
K > 0 es la capacidad de carga y h(x(t)) es la funcién de cosecha. En el Capitulo 3 hemos

estudiado esto, en la ecuacién (3.2), pero para el caso h(z(t)) = E - z(t).

Observacion 42 En primer lugar observemos que para modelar el crecimiento poblacional
estamos utilizando la ecuacion logistica fraccionaria sin efecto Allee con cosecha similar a
(53.2), vista en el capitulo anterior. El motivo de nuestra eleccion es debido a que si bien la
ecuacion logistica fraccionaria con efecto Allee modela mejor la realidad, el comportamiento
en los casos en los que no se extingue la especie, que es la que nos interesa, es similar
al de la ecuacion logistica fraccionaria sin efecto Allee, y esta ultima es muchisimo mds
sencilla de trabajar en cuanto a los cdlculos.

También cabe destacar la eleccion de la funcion a optimizar. En general, esta funcion estd

dada por la siguiente
T

/ e (p= ) he(r)) dr,

0

donde p es un precio fijo estipulado y < es el costo de la extraccion del recurso, [23]. En
esta tesis, realizaremos un modelo simplificado puesto que la resolucion de este tipo de

problemas posee una alta complejidad en su version fraccionaria.

A continuacién, vamos a resolver el problema (4.1).
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Despejando h(x(t)) de la ecuacién dindmica (4.2) y reemplazando en el funcional a

maximizar, resulta
(

max Ofe“” [r:c(t) (1 — %) — :c(t)} dt
z(0) = xo

z(T) = xr

himin < W(x(t)) < hiaa,

\

es decir que ahora es un problema variacional cuyo lagrangiano es

L(t,z, i) = e [rm(t) (1 — %) — i(t)} :

Luego, su ecuacién de Euler-Lagrange (2.2) resulta

de donde se obtiene
r(1—2z(t)) —0=0.

Resolviendo, la poblacion éptima resulta la constante

ﬁ@y:§(1—§), (4.3)

T

mientras que la cosecha éptima es

hww:ww%w<1—x“”), (4.4)

es decir,
Kr?—4§2
h*(t) = — : 4.
(="7"— (15)

Observacion 43 Podemos observar que siendo la solucion x*(t) en (4.3) una funcion
constante, no verifica las condiciones de borde impuestas. Por esta razon, decimos que el
problema es singular.

Para su resolucion, debemos recurrir al Teorema del Camino mas Cercano cuya

demostracion puede verse en [46].
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Teorema 26 Teorema del Camino mas Cercano

Consideremos el siguiente problema de control optimo con un solo estado y una sola
variable de control

(

max [ e ' F(z,u)dt

(t)
(0)
z(T) = zr

uwe0,Q] CR,

8

= f(x,u)

Zo

8

\

definimos el Camino mds Cercano Factible x*(t) a un estado estable factible dado (T, )

como el camino factible a partir de xo de manera que
lz*(t) —z(t)| < |z(t) —Z(t)] ¥t >0,

para todo camino factible x(t) a partir de xo. Mds ain, definimos el segmento de
aproximacion mas cercano T*(t), t € [0, tmin], como el segmento factible a partir de xg
de manera que

27(t) —z(t)| < |a(t) =z ()] Yt € [0, tmin,

para todo segmento factible x(t) a partir de xo y donde tp,, es definido como el primer
momento en que T*(t) alcanza T(t). Si T fuera el equilibrio optimo estacionario y si el
camino optimo para el problema es el Camino mds Cercano Factible, entonces el segmento
de aproximacion mds cercano a partir de xo a T(t), es permanecer en T(t), y luego salir

de T(t) lo mds tarde posible () para alcanzar xr en el tiempo T es dptimo.

Con este resultado, el método consiste en hallar z,(t) la solucién del problema que
comienza en z(0) = xy y utiliza la cosecha minima h,,;, si zo < x*(t) o usa la cosecha
maxima Ap., si xg > z*(t), hasta alcanzar el valor z*(¢) en el tiempo t,,;, a determinar.
Llamaremos a esta solucion x,(t) y ti, seréd el primer momento en que z,(t) llega a x*(¢).
Luego debe ser hallado () solucién del problema con condicién final z(T') = x, que
utiliza la cosecha minima h;, si 7 > x*(t) o usa la cosecha maxima h,q, si xp < x*(t).
El tiempo t,,4, serd el primer momento en que x;(t) alcanza el valor x*(t).

En la Figura 4.1, podemos observar un ejemplo de este procedimiento. Segiin el Teorema
26, considerar el camino Zot,in — tmintmar — tmeeTT €S Optimo con respecto a cualquier

otro camino como xgA — AB — Bxy.
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tmin A B tma;r
x* k- -

Zo IT

Figura 4.1: Ejemplo del Teorema del Camino més Cercano

En resumen, la solucion 6ptima estara dada por

l‘a(t) si 0<% <1tmin
) =9 E1-2) si toin <t <t (4.6)
L o(t) S toae <t <T

y la cosecha 6ptima es obtenida del siguiente procedimiento

(

Pmin. st x(t) > x*(t)

hi(t)=q B8 g a(t) = 2*(t) (4.7)

{ Pomaz si xz(t) < x*(t),
teniendo en cuenta que, para que la solucién sea factible, se debe satisfacer

2 $2
hmin S 57” 5 S hmaz'
4 r
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Observacion 44 Podemos obtener la solucion del problema sin descuento como caso

particular de las dadas, considerando 6 =0 en las ecuaciones (4.3) y (4.5).

Resulta

() = (48)
/ K
h(t) = (4.9)

A continuacion, resolveremos este problema pero en su version fraccionaria.

4.2. Modelo fraccionario

En esta seccién proponemos la version fraccionaria del problema planteado en la
seccion anterior, es decir, el mismo problema pero ahora intervienen derivadas de orden

fraccionario,
.

max fe";th(x(t)) dt

§Dp 1] = ra(t) (1= 52 = h(a(t))
z(0) = xg

x(T) = zr

honin < B(2(8)) < B

(4.10)

\

La tnica diferencia con el problema expresado anteriormente, es que en la ecuacién

ng‘ [x] = rx(t) (1 — %t)) — h(z(t)), (4.11)

dinamica

ya no aparece la derivada de primer orden, sino que ahora interviene §D¢ [z] la derivada
fraccionaria de Caputo por izquierda de orden 0 < o < 1.

Observemos que si pedimos la condicién de que h(z(t)) € C([0,T]) y que satisfaga una
condicién de Lipzchits en el intervalo [0, 7], podriamos demostrar existencia y unicidad
de solucién para la ecuacién (4.11) sujeta a la condicién x(0) = zy. Para realizar esto, se
utiliza un Teorema similar al Teorema de Picard pero en su versiéon fraccionaria, que se
encuentra en [25].

Ahora vamos a resolver el problema (4.10).

Despejando h(z(t)) de la ecuacién dindmica (4.11) y reemplazando en el funcional a
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maximizar, resulta

[ mix [ e () (1-22) - 6D [x] at
z(0) = xg
z(T) = xp

( Pomin < 0(2(1)) < himaa-

Nuevamente se reduce a un problema variacional, ahora fraccionario, cuyo lagrangiano

fraccionario es
zxux,gzﬁﬂﬂ)::e5th@)<1-—ﬁg2>-—g[ﬁﬂﬂ}. (4.12)

Por lo visto en la seccién 2.2 del Capitulo 2, para resolver problemas variacionales
fraccionarios existen dos Teoremas que nos permiten encontrar condiciones necesarias de
optimalidad. Estos son: Teorema 18 que nos proporciona una ecuacién de Euler-Lagrange
donde intervienen derivadas fraccionarias de Caputo y de Riemann-Liouville (C-RL) y
Teorema 20 que nos brinda una ecuacion de Euler-Lagrange donde sélo aparecen derivadas

fraccionarias de Caputo (C-C).

Como aun no sabemos cudl de estos Teoremas es el mas apto para la resolucion de este
tipo de problemas, a continuacion resolveremos el problema variacional mediante los dos

métodos, para luego hacer una comparacion entre ellos y con el caso clésico.

4.2.1. Resolucién mediante la ecuacién de Euler-Lagrange C-RL

Al lagrangiano L(t,z, { D& [z]) = e~ [Tx(t) (1 - %) — §Dy [ZL’]} en la ecuacién (4.12),

le aplicamos el Teorema 18. Su ecuacién de Euler-Lagrange C-RL (2.4) es,

oL oL
bt pe |22 | —
ozt T{a&‘Dﬂx]] &

de donde obtenemos por un lado

Z_’; = e~ (1 - %:p(t)) (4.13)
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y por otro lado tenemos

oL st
e ———1 4.14
95 D7 i 1y
con lo que podemos obtener
oL
RLDa —_ RLDa _ 0t
f T[agDs[xJ K
_ =T RLDa [(¢ —
< 2230 - Dg[(t —T)]
= ke FLDg [1] —;1 bre=T fLDG (T — t)]]
=~ =
_ —oT(T—8)"" S~ &9 o7 L) o
< e X g e (Tt
Y =
_ 0T (r—t)y=« _ i ' 57 e—(ST(T . t)j—a
F(l_a) j:1 F(]+(1_a)) (415)
_ —6T (T=1)=% _ < shH1 5 kt1-a
= — Ti-a) > Tt i+(1—a) € T -+t
_ _oT (T—t)— 8T " SR (T—t)k
= - T(l—a) —o(T —t)! "% TZ:: Thi2—a)
_ _ T (?(lt)a) . 5( t)l—ae—éTEm_a((;(T . t))
4
— e T(T ) [ﬁ +0(T —t)Eyo_o(6(T — 1))
= —6_5T(T — t>_aE171_a<(5(T — t))
5
En 1 utilizamos el hecho de que —e ™% = — 3 WG"ST su serie de Taylor alrededor

de T y la linealidad de la derivada de Riemann-Liouville.

En 2 pedimos que t # T'y en la sumatoria el (—1)? que acompaiiaba a § se lo multiplicamos

a (t — T)’ dentro de la derivada de Riemann-Liouville.

En 3 tenemos que [FLDS[1] = % como vimos en la Observaciéon 26,
RLDS (T —t)7] = F(Fl(i;ri)a) (T —t)7=* por Ejemplo 5 y recordemos que I'(1 + j) = j! por

lo visto en la Proposicién 1.

En 4 utilizamos que Ej o o(0(T —t)) = E
Mittag-Leffler.

k +2 oy por Definicién 3 de la funcién de

Por tltimo, en 5, por Teorema 2, podemos asegurar que ( +5(T t)E12-o(0(T—1)) =
Ei11-o(0(T —1)).
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Ahora sumando (4.13) y (4.15), obtenemos la siguiente ecuacién

e Oty (1 — %x(t)) — e (T =) “E11_o(0(T —t)) = 0.

Despejando z(t) obtenemos la solucién

« 2 T

RLyx(4) = K (1 @0 STy (5(T — zs))) . (4.16)

Y la cosecha se obtiene de la siguiente expresion

RL} RL_x fhat (t) C o [RL,
RE() = rBhar(t) (1 — — ) oD [Far] (4.17)
Notemos que en el caso clasico la poblacion obtenida es constante, en cambio, en este caso
no lo es, por lo tanto en la cosecha aparece un término con la derivada de Caputo de

RLy* (t), que debido a su dificultad debemos recurrir a calcularla numéricamente.

Observacién 45 Podemos observar que, como en el caso cldsico, la solucion Tla¥(t), si
bien no es una constante, tampoco verificard las condiciones de borde establecidas. Fsto
significa que mos encontramos otra vez con un problema de tipo singular.

Para la resolucion del mismo, podriamos recurrir nuevamente al Teorema del Camino
mas Cercano 26, pero esta vez necesitaremos una version fraccionaria del mismo. Sin
embargo aun no se ha realizado debido a que en la demostracion del Teorema es necesaria
la utilizacion del Teorema de Green fraccionario, que por el momento solo se tiene para

regiones rectangulares [42], y es necesaria su version para todo tipo de regiones.

Observacion 46 Para el caso sin descuento, es decir 6 = 0, tememos el siguiente

problema variacional fraccionario:

( max f [rw(t) (1 - %) — §Dy [x]} dt

0

\ hmzn S h($<t)) S hmax;
K

con lagrangiano L(t,z, § D& [x]) = ra(t) (1 - &> — D [x].
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Su ecuacion de Euler-Lagrange C-RL (2.4) resulta,

oL . oL
— D} | ———| =0
e+ P ] =
lo que tmplica

r (1= #z(t) + D¢ [(-1)] =0,
luego,

r(1- 2a) - G502 — 0

Puesto que la derivada de Riemann-Liouville de una constante no se anula, como en el
caso de la derivada clasica, obtenemos que la solucion del caso fraccionario no es la misma

que en el caso cldsico (4.8), resultando en este caso

RL .» _ K Tr-H—=
xa(t) -2 (1 o rF(l—a))

siendot #T.

4.2.2. Resolucion mediante la ecuacion de Euler-Lagrange C-C

Como el lagrangiano L(t,z, § D& [x]) = e~ [rx(t) <1 — %) — §Dy [x]}, que aparece en

la ecuacion (4.12), pertenece a C? ([0, T] x R?) entonces estamos en condiciones de aplicar

el Teorema 20. Su ecuacién de Euler-Lagrange C-C (2.13) es,

oL ... [ oL 1
or T PT [aoCDf [xJ .

Ahora realizamos el mismo procedimiento que en la seccién anterior, por un lado

oL st 2
— = 1——= 4.1
€T ( K:c(t)) (4.18)
y por otro lado tenemos
LT (4.19)
0§Dy [z] ’ '
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con lo que podemos obtener

oL
C’Da Cpa[_ -0t
0t rpeg] = (PR
00 5 N
o —X e[t -1y
1 3=0
-5° — o o~ & a
= —Sre s Zl‘} DT —t)]
2 J=
— _Z 5 €—6T La+57 (T_t)j—a
~— £ P(14j—a)
3 ]:17 (4.20)

87 -0 j—a
~ L e (ot
J:

sk+1 —s k1—
Z T(k+1+(1— 04))e T(T o t) e

= 5T -t —6TZ (Tt

I'(k+2—a)

N (T = t)'"*e ™" E15 o(6(T — 1)).

5t _ Z(5J(tT —6T

En 1 utilizamos el hecho de que —e™ su serie de Taylor alrededor

de T y la linealidad de la derivada de Caputo

En 2, en la sumatoria, el (—1)/ que acompafiaba a ¢ se lo multiplicamos a (¢t —T')’ dentro

de la derivada de Riemann-Liouville.

En 3 tenemos que ¢D%[l]] = 0 como vimos en la Observacién 26,
CDS(T —t)] = (1(};]21) (T —t)~ por Ejemplo 5 y recordemos que I'(j + 1) = j!

como en la Proposicién 1.

o (T_t)j) por la Definicién 3.

En 4 utilizamos que Ey2_o(6(T —t)) = T(ht2—

Ahora sumando (4.18) y (4.20), obtenemos la siguiente ecuacién

e~ (1= 2a(t)) — 6(T — 1)1 Ty ,_o(5(T —1)) = 0.

2
Kr

Podemos concluir que la solucion es

Cor(t) =K (14T — )= TDE 5 (5(T —1))). (4.21)

«@ T
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Y la cosecha se obtiene de la siguiente expresién

“Uiate) =rCante) (1= ) - §op (€] (4.22)

Similarmente al caso anterior, en la cosecha aparece un término con la derivada de Caputo

de “2%(t), que debido a su dificultad debemos recurrir a calcularla numéricamente.

Observacion 47 Nuevamente, como en Observacion 45, podemos ver que, como en el

C,.x

caso clasico, la solucion “x%(t), si bien no es una constante, tampoco verificard las

condiciones de borde establecidas.

Observacion 48 Aqui tenemos la solucion del problema sin descuento (6 = 0) como caso
particular de la solucion del problema (4.10).

La poblacidn es “z},(t) =% y la cosecha es “N%(t) = H*.

Observemos que dicha solucion es la misma para el caso clasico en (4.8) y (4.9), con lo
cudl tenemos para el caso 6 = 0, la solucion y la cosecha dptima es la misma para todo

0 < a < 1, utilizando este método de resolucion. El motivo por el cudl sucede esto es porque

*

no existe ningiin factor que dependa del tiempo que multiplique a § D@ [x7,

| en el problema

variacional fraccionario resultante de tomar § = 0:

( max of [Tx(t) (1 - %) — ¢Dy [m]} dt
z(0) =z
z(T) = zr

L Pmin < (2()) < P

con lagrangiano L(t,x, § D% [x]) = ra(t) (1 — %) — §D¢ [z].

Su ecuacion de Euler-Lagrange C-C' (2.13) resulta,

oL
5;+—$D%[

o1 _,
0§Dy [x]]

lo que tmplica
r(1— =)+ {DF(-1)] =0,

luego,
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puesto que la derivada de Caputo de una constante también se anula, como en el caso
e la derivada clasica ast se obtiene la misma ecuacion de Euler-Lagrange para todo
de la d da cl , bt l de FEuler-L tod

0 < a <1y susolucion es independiente de dicho valor.

Para realizar un analisis grafico de las soluciones para el problema con descuento para los

casos fraccionarios y el clasico, debemos ver un ejemplo en concreto.

4.3. Ejemplo y comparacion

Sean xg, x19 > 0 valores fijos y 7, K, 6, T', hypin ¥ hmaz valores dados como en el ejemplo
The Pacific Halibut Fishery, en [23].

El problema resulta:

max ;foe_omth(x(t)) dt
§ D (o] = 0,71a(t) (1 - £2) - h(2(t))

#(0) = 24 (4.23)

z(10) = x40
10 < h(z(t)) < 15,

\
Vamos a resolver este problema utilizando lo visto en las secciones 4.2.1, 4.2.2 y 4.1.
Primero vamos a realizar una comparacion entre los dos métodos fraccionarios, para

después ya si incluir el caso clasico.

4.3.1. Comparacion entre métodos C-RL y C-C

Vamos a resolver (4.23) utilizando los Teoremas 18 y 20.

De la ecuacién (4.16) obtenemos que la solucién critica obtenida, para cada valor de

0 < a < 1, mediante la ecuaciéon de Euler-Lagrange C-RL es
RLQZ*(t) — K <1 _ (T*;)_a @_6(T_t)E1,17a (5(T _ t)))

? (4.24)

— 40,25 (1 — U007 001000 B, | (0,01(10 — t))> .

De la ecuacién (4.21) obtenemos que la solucién critica obtenida, para cada valor de
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0 < a < 1, mediante la ecuacién de Euler-Lagrange C-C es

a 2 r

Cpr(t) = K (180" —sT-np (0T —t
(t ( 1o-a(0(T — 1)) .

— 40,25 (1 — 200" —0.0100-0 5, 5 (0,01(10 — t))) .

Si representamos graficamente esto, considerando diferentes valores de o obtenemos las
siguientes graficas. Los codigos de las funciones solucion los realizamos en lenguaje Python

y pueden verse en el Anexo en el Codigo 5.

40 1

30 1

20 |
— a=1
—a=0.9
10 | —a=0.8
a=0.6
—oa=04
2 4 6 8 10

Figura 4.2: Poblaciones obtenidas mediante las ecuaciones C-RL y C-C.

En la Figura 4.2 podemos observar, a la izquierda, que las distintas soluciones Lz? (¢)
(4.24) comienzan en un valor fijo (que, como mencionamos antes, no necesariamente
es el valor inicial pedido en el problema) y luego terminan en menos infinito, lo cual
interpretamos como que se extingue la especie, mientras que, a la derecha, las distintas

soluciones “z%(t) (4.25) comienzan en un valor fijo (que, como también mencionamos

(0%

antes, tampoco es necesariamente el valor inicial pedido en el problema) y luego terminan
en otro punto fijo pero positivo (que tampoco es necesariamente el valor final pedido en
el problema).

., Con cudles de estas soluciones nos quedamos? ;Cuéles son las 6ptimas? Si bien ninguna
de estas soluciones brindadas con los distintos métodos cumple con las condiciones de
borde impuestas (esto es debido a la singularidad del problema en sf), vamos a elegir una
de estas familias de soluciones realizando un analisis cualitativo de la situacién. En el
siguiente capitulo realizaremos una comparaciéon mas profunda entre estos métodos pero

sobre un ejemplo estandar que si verifique condiciones de borde.
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Para tomar una decisién nos basamos en el simple hecho de que no queremos que se extinga
la especie. Como vimos en Figura 4.2, las distintas soluciones #Lz% (¢)(4.24), muestran la
extincién del recurso explotado, mientras que las “z7(¢) (4.25), no. Sélo por este detalle,
simple pero de mucha importancia, hemos decidido elegir las soluciones brindadas mediante
las ecuaciones de Euler-Lagrange C-C para realizar una comparaciéon mas profunda con la

solucién clésica.

4.3.2. Comparacion entre soluciones fraccionarias C-C y la

solucidon clasica

En esta seccién vamos a realizar una comparacién entre las soluciones fraccionarias (C-C)
y la solucion clasica, sin embargo no perdamos de vista que, como mencionamos en la
Observacion 47, las “x%(t) (4.25) no cumplen con las condiciones de borde pedidas en
el problema. Entonces, para evadir este inconveniente, decidimos considerar un valor fijo
de «, obteniendo las condiciones de borde xg y x19 de esta solucion fraccionaria fija,
para después armar el problema con esos valores y asi resolver por un lado el problema
fraccionario, y por otro lado el problema clasico utilizando el Teorema del Camino mas

Cercano (Teorema 26).

Asi, eligiendo o = 0,6, el problema (4.23) resulta,

max f@o’ouh(x(t)) dt

CDOS (2] = 0,71 x(t) (1 - ﬂ) — h(z(t))
2(0) = 38,6896 (4.26)
2(10) = 40,25

10 < h(z(t)) < 15.

\

Primero resolvemos el problema cldsico como hicimos en la seccién 4.1, usando (4.3) y
(4.5) obtenemos

() = §(1-7)
- 40,5( _g%) (4.27)
— 39,6831
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h*(t) — %T2:62

= 20,125%7 2000 (4.28)

= 14,2859.

Podemos observar que x*(t) no verifica las condiciones de borde, entonces aplicaremos el
Teorema del Camino més Cercano (Teorema 26).

El método consiste en hallar x,(t) la solucién del problema que comienza en z(0) = 38,6896
y usa la cosecha minima h,,;, = 10 hasta que la solucién alcance el valor x*(t) = 39,6831

en el tiempo t,,,, pues 38,6896 < x*(t) = 39,6831.

Para ello consideramos,
#(t) = 0,712() (1 - %) ~ 10
x(0) = 38,6896.

Su solucién es,

20,9703 + 62,3013 0:388979¢
xa(t) - 1,1523 4 ¢0:388979¢

Y tin serd tal que zq(tmin) = () = 39,6831. Resulta

(4.29)

tomin = 0,232235.

Siguiendo con el método, ahora debemos hallar x,(t) solucién del problema que usa
nuevamente la cosecha minima h,,;, = 10 hasta que la solucién alcanza el valor
z(T) = z(10) = 40,25, pues 40,25 > z*(t) = 39,6831.
Para ello consideramos,

#(t) = 0,71 (t) <1 - %) ~ 10

x(10) = 40,25.

Su solucion es
889,931 + 62,3013 0,388979¢

7(t) 48,9008 + 03889790
Y tae serd tal que zp(tnae) = 2*(t) = 39,6831, Resulta

(4.30)

timae = 9,8678.
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Finalmente, obtenemos la solucién 6ptima utilizando (4.27), (4.29) y (4.30), los tiempos

tmin ¥ tmaz v €l Teorema 26.

(20,9703 + 62,3013 0388979
1,1523 + 0388979t

si 0<t<0,232235

z*(t) = ¢ 39,6831 si 0,232235 < t < 9.8678 (4.31)

889,931 + 62,3013 0388979
| 48,9008 - 0388979

y la cosecha éptima obtenida del mismo procedimiento es

si 98678 <t<10=T

(

10 si 0<t<0,232235
R*(t) = 14,2859 si 0,232235 < t < 9,8678 (4.32)
| 10 si 98678 <t<10=T.

Ahora resolvamos el problema en su versién fraccionaria. Utilizando (4.25) de la seccién

anterior y (4.22) de la seccion 4.2.2, obtenemos la solucién

() = 40,25 ( = 00L(1( — 4)0de=001 100 7 4 (0,01 (10 — t))) .
y la cosecha se obtiene de la expresion
P(t) = ras(t) (1= 52) - §Dp o] —
(t) (t) i o Df )] (43

zh o (t
B o(t) = 0,71 w3g(t) (1 - 222) = §DP° [wg]

80,5

A continuacién realizaremos una grafica de las poblaciones obtenidas en ambos casos. Los
cédigos de las funciones los realizamos en lenguaje Python, se pueden ver en el Anexo en

Cédigo 4 para el problema clasico y Cédigo 5 para el problema fraccionario.

Podemos observar en la Figura 4.3 que la solucién fraccionaria, x5 4(t) (4.33), es menor a

la poblacién éptima del problema clasico, x*(t) (4.31), durante la mayor parte del tiempo,
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42 4

, — x'(1)
41 1 7)%.6(1‘)

40 MJ

38 |

| | | |
“““““““““““““

Figura 4.3: Poblaciones obtenidas para los problemas clasico y fraccionario.

esto significa que la versién con a = 0,6 muestra un deterioro del estado del stock del

recurso con respecto al caso o = 1, que solo se recupera sobre el final.

En la siguiente grafica, consideraremos las cosechas obtenidas. Como no pudimos obtener
¢ DY [x(’;’ﬁ] de manera clasica, recurrimos a utilizar un método numeérico fraccionario L1
visto en la seccién 1.3.2 del Capitulo 1 y en los libros [9, 36]. Los cidigos de las funciones
los realizamos en lenguaje Python, se pueden ver en el Anexo en Cédigo 4 para el problema

clasico y Cédigo 5 para el problema fraccionario.

16
' — (1)
—hg (1)
14 |
12 +
10 | -
2 4 6 8 10

Figura 4.4: Cosechas obtenidas de los problemas clésico y fraccionario.
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En la Figura 4.4 tenemos que si bien con el problema fraccionario la extraccion del recurso
es menor, lo cual es l6gico puesto que la dindamica fraccionaria modela que el recurso crezca
mas lentamente, la misma solo disminuye al final del intervalo cerca de T" = 10 y atin asi
la extraccion final en T' termina siendo mayor que en el caso clasico.

De este modo, es posible hacer una comparacién de las ganancias obtenidas en cada
caso. Para ello realizamos una aproximacion de la integral correspondiente al problema
fraccionario utilizando sumas de Riemann, ver Cédigo 4 y Cédigo 5 en el Anexo. Obtuvimos

los siguientes valores:

Ganancia del caso clasico 134,411

Ganancia del caso fraccionario | 133,828

Tabla 4.1: Ganancias obtenidas.

Para hacer un mejor andlisis de lo sucedido, consideremos el siguiente grafico de la
evolucién de los recursos sin cosecha con condicion inicial dada. Realizamos los cédigos en

lenguaje Python similares a los del capitulo anterior, pueden verse en el Anexo en Cédigo

6.

Figura 4.5: Poblaciones de las dindamicas de los problemas clasico y fraccionario sin
considerar cosecha.

Podemos notar que la utilizaciéon de una dinamica fraccionaria, que hace que el recurso
crezca mas lentamente como en Figura 4.5, no hace variar considerablemente la ganancia

comparada con el caso clasico.
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Por ultimo, podemos plantear un hipotético caso en que la agencia que cosecha el recurso
no sabe que la dinamica “verdadera” es la fraccionaria y realiza los calculos utilizando la
derivada cldsica obteniendo la cosecha hi dada en (4.28). Entonces, veamos qué sucede
con la poblacion considerando esta cosecha en la dindmica fraccionaria del recurso.
Debemos resolver

§ Dy [x] = 0,71 2(t) (1 — %) — 14,2859

(4.35)
z(0) = 38,6896.

Como esta ecuacién no tiene solucién exacta, vamos a aproximar dicha solucion utilizando

el método de Adams fraccionario visto en la seccion 1.3.1 del Capitulo 1 y en los libros

[9, 36]. Realizamos estos cédigos en lenguaje Python, se puede ver en el Anexo en Cédigo

7. Para esta situacién, obtenemos el siguiente resultado

42 4
| — a0
1 x*. ht(t

4 )

40 WJ

38 |

Figura 4.6: Poblaciones para los problemas clasico, y fraccionarios considerando distintas

cosechas.

En la Figura 4.6 podemos observar que la poblacién obtenida de la dinamica fraccionaria
correspondiente a considerar la cosecha 6ptima del problema de control clasico 7 5(h} (1)),
es menor a la obtenida tomando la cosecha del problema fraccionario xj ¢(hg ¢(f)), como
era de esperarse.

Mas atn, si suponemos que la “verdadera evolucién” de la dindmica es considerando
a = 0,6 y que la agencia que cosecha el recurso considera como evolucion errénea la
dindmica de o = 1, la pérdida no es muy grande porque la agencia va a usar hi(t) y

su ganancia va a ser 133,828 y no 134,411 como se habria estimado. Notar también que
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la diferencia entre las ganancias obtenidas podria ser més significativa si la funcién de
ganancia instantanea, que en este caso es sélo la cosecha, fuera un poco mas compleja y

dependiera también del stock como en la Observacion 42.

4.4. Conclusiones del Capitulo

En este capitulo hemos estudiado un problema de control fraccionario que modela la
maximizacion de las ganancias obtenidas de la explotacion de cierto recurso. Realizamos
una explicacién del modelo utilizado. Debido a la singularidad del problema en si,
se desarrollaron y utilizaron diferentes técnicas de resolucién, tanto para los casos
fraccionarios, como para el caso clasico. A pesar de que nos encontramos con la necesidad
de un Teorema del Camino mas Cercano no existente en el andlisis fraccionario, fuimos
capaces de realizar una comparacion entre las soluciones de los problemas clédsico y
fraccionario para un orden fraccionario fijo. También pudimos observar, como en el
capitulo anterior, que el orden fraccionario en la dinamica de la poblaciéon realmente
afecta el comportamiento de su crecimiento. Entonces, podemos concluir que las derivadas
fraccionarias podrian modelar mejor la evolucion de recursos naturales que poseen un
retardo en su crecimiento.

Por otro lado, durante la resolucion de este problema vimos que utilizando la ecuacién
de Euler-Lagrange que dependia de las derivadas de Caputo y Riemann-Liouville,
nos proporcionaba diferentes soluciones que usando la ecuacion de Euler-Lagrange que
involucraba solo derivadas de Caputo. Para continuar con la comparaciéon decidimos elegir,
por cuestiones cualitativas, las poblaciones calculadas mediante la ecuacién que usaba solo
derivadas de Caputo. No sabemos si la diferencia de las soluciones obtenidas es porque el
problema planteado es de tipo singular o por razones diferentes, por esta razén decidimos
dedicar el siguiente capitulo a realizar un analisis mas profundo de esta situacion.

Por 1ltimo, como futura investigacién, nos proponemos la extension del Teorema del
Camino mas Cercano en su versién fraccionaria y la implementacion de un modelo mas

complejo en la funcién objetivo del problema de control planteado.
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Capitulo 5

Comparacion entre Ecuaciones de

Euler-Lagrange

Como hemos mencionado en el Capitulo 2 y en el Capitulo 4, existen dos teoremas que
otorgan condiciones necesarias para resolver problemas variacionales fraccionarios: una
ecuacion de Euler-Lagrange donde intervienen derivadas de Caputo y Riemann-Liouville
(C-RL) y otra ecuacién de Euler-Lagrange donde sélo aparecen derivadas de Caputo (C-C).
A lo largo de la tesis vimos que en muchos casos nos convenia trabajar con la C-C, por
lo visto en Observacién 31. Sin embargo nos qued6 pendiente la duda de cual de estos
métodos es el més apropiado en general, es decir en casos estandar (no como en el caso
del Capitulo 4 que era un problema variacional atipico).

En este capitulo, haremos una comparacién resolviendo dos diferentes problemas
variacionales, uno fraccionario y otro mixto, mediante ambos métodos, con la intencion de
obtener conclusiones sobre qué método elegir. Finalmente, para conseguir este objetivo,
presentaremos un nuevo método numérico fraccionario que resolvera estos problemas de
manera directa sin pasar por ecuaciones de Euler-Lagrange fraccionarias.

Los temas tratados son resultados nuestros que fueron publicados en [11] y también pueden

verse en [17].

5.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Existe una extensa bibliografia que trata sobre la resoluciéon de problemas variacionales
fraccionarios mediante la utilizacion de las distintas ecuaciones de FEuler-Lagrange

fraccionarias. Con respecto a la ecuacién C-RL nos podemos referir a [2, 4-7, 10, 37-39, 42,
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mientras que para la ecuacién C-C [8, 13, 14, 19, 33, 35].

A continuaciéon a modo de resumen repasaremos la Definicién 2.17 y los Teoremas 21 y
23, que recordemos que son los casos mas generales de problemas variacionales puesto que
incluyen tanto a los problemas variacionales clasicos como a los fraccionarios de la seccién

2.1 y la seccion 2.2 del Capitulo 2.

Definicién 18 El problema fundamental del cdlculo de variaciones fraccionario con el que
vamos a trabajar en esta seccion consiste en hallar funciones y € S Ey, tal que maximicen

o minimicen el siguiente funcional

I(y) = / Liz,y.y/, CDCly)) de (5.1)

y que estén sujetas a las condiciones de borde y(a) =y, € y(b) = yp.

Aqui tenemos
cEy={y:[a,0] = R/y € C'([a,0]), {Dgly] € C([a, b))},

siendo L funcién de Lagrange de clase C*([a, b]xR3), g—yL, posee derivada primera continua y
MaTLa[y] posee derivada fraccionaria de Riemann-Liouville por derecha de orden o continua

paray € B,

Teorema 27 FEcuacion de Fuler-Lagrange fraccionaria para problemas mixtos
Siy es un minimo o un mdzimo de J en (5.1) sobre E;, entonces y es una solucion de

la ecuacion diferencial fraccionaria

oL d (OL\ o[ OL 1
3 s (a7) * 0% 5emeg) =0 2

para todo x € |a,b.

Observacion 49 Como ya mencionamos antes, en la ecuacion (5.2) intervienen ambas
deriwadas, la de Riemann-Liouville y la de Caputo. Fsto es consecuencia del método de
Lagrange para optimizar funcionales: la aplicacion del Teorema de Integracion por Partes
Fraccionario (Teorema 16) para la derivada de Caputo en la derivada de Gateaux del

funcional.
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Teorema 28 FEcuacion de Fuler-Lagrange Fraccionaria con solo derivadas de
Caputo para problemas variacionales mirtos

Sea y un optimizador de J en (5.1) perteneciente a ®E;, con L € C?([a,b] x R3), sujeto
a las condiciones de borde y(a) =y, y(b) = ys, entonces y satisface la siguiente ecuacion

de Euler-Lagrange fraccionaria que intervienen sélo las derivadas fraccionarias de Caputo

oL d (OL\ oo 0L 1
oy (@) Tl [ang[yJ =0 (5:3)

Observacion 50 Con respecto a la ecuacion (5.3), podemos observar que sdlo interviene
la derivada de Caputo. Es importante notar la importancia de que L € C? ([a,b] x R?),

sin esto este resultado no es valido.

Observacion 51 Podemos observar, que las ecuaciones presentadas son solo condiciones
necesarias de existencia de solucion. Ahora estamos interesados en hallar condiciones
suficientes. Como es usual, necesitaremos ver algunas condiciones de convexidad sobre el

lagrangiano.

Definicién 19 Decimos que la funcion f(z,y,u,v) es conveza en S CR* si f, , fu y fo

existen y son continuas, y se verifica la condicion
f(:lc,y—}-yl,u—i—ul,v—{—vl)—f(:L‘,y,u,v) Z fy(xvy)uav>y1+fu(xay7uav>u1+fv(xay7uav)v17
para todo (x,y,u,v), (xay T Y, U+ UL, U+ Ul) € 5.

Observacion 52 De manera andloga se define funcion concava cuando se cumple la

desigualdad con menor o igual, en lugar de mayor o igual.

El teorema que sigue es valido s6lo para la solucion de la ecuaciéon de Euler-Lagrange
C-RL del Teorema 27, ver [7].

Teorema 29 Supongamos que el lagrangiano L(z,y,u,v) es convexo (cdncavo) en
[a,b] x R®. Entonces cada solucién y de la ecuacién de Euler-Lagrange fraccionaria C-RL

(5.2) minimiza (mazimiza) al problema (5.1), cuando es restringida a las condiciones

y(a) = ya € y(b) = Y.
Demostracion: Sea h € ¢Ej una funcién tal que h(a) = h(b) = 0.
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Usando que L es convexa tenemos

b
J(yo+h) —J(yo) = /(L(xayo+h7y6+h’, CD%yo + h])

- L(‘Tuy(byéh ng[yO])) dx

b oL OL oL
> —h+—h’+—§D§;h) dz.
/a (&y gy’ 0¢Dglyl ") _—
Llamamos ,
(A) :/ (a—Lh) dz,
a 8y Y=Yo
b
(B) :/ (a—L/h') dx
a ay Y=Yo
y

(C):/ab (%fﬂ?[h]) dx.

Integrando por partes a (B) y utilizando el Teorema de Integracién por Partes

Y=Yo

Fraccionario (Teorema 16) en (C) obtenemos

b
(B) = /(a—L/h') dr =
’ bayd oL\ oL
o i el Bt el b
_ / (dw (ay,) h) yyod:chay/h(x)‘a
b
< L GEE) -
h(a)=h(b)=0 @ * Y y=Yo
©) [ (Gemcom)|
g €T =
o \OSDelyl " " )]y
b oL oL
= h BE D } dx + BEpe—t {—}hx b
/( Vloenai) )|, AN Prnm
oL
S (T e
h(a):;(-;):() @ ( 05 Dz lyl y=Yo
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Luego resulta,

Jwo+h)—J(yw) = (A)+(B)+(C)

b7 oL . d (0L rio | OL
-/ (ha_y"”% (a_y')mm Ps bw&mmyﬂ

Y [oL d [(OL\ g OL
— == Do | .
/a " {fw dx (31/) Bt [351?3[@/]” (bo) dz

Como gy es justamente solucién de la ecuacion de Euler-Lagrange (5.2) , resulta
J(yo +h) — J(yo) = 0.

Es decir, J(yo + h) > J(yo), como queriamos probar.
Analogamente se prueba que yo maximiza J cuando L es céncavo.

O

Observacién 53 Con el Teorema 29 pudimos obtener una condicion suficiente de
optimalidad para la ecuacion de Euler-Lagrange C-RL (5.2). Para la ecuacion de

FEuler-Lagrange C-C (5.3) por el momento no ezisten condiciones suficientes.

A continuacién presentaremos dos ejemplos de problemas variacionales, uno mixto y uno
fraccionario sin la presencia de derivadas enteras. El objetivo de esto es presentar, en cada
ejemplo, dos candidatos diferentes para ser solucién de un mismo problema particular que
sean obtenidos resolviendo las dos ecuaciones de Euler-Lagrange presentadas en la seccién
anterior.

En cada ejemplo, primero vamos a resolver el caso clasico y luego vamos a tratar el caso

fraccionario.

5.2. Ejemplo 1

5.2.1. Caso clasico

El problema clasico consiste en hallar una funcién y € ¢E] que maximice el funcional

sujeto a las condiciones de borde y(0) =0 e y(1) = 1.
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Aqui tenemos oF; = {y:[0,1] = R :y € C*([0,1])}.

Para resolver esto, consideremos el siguiente lagrangiano

L(z,y,y") = y'(x) - (¥ ()" (5-4)

Su ecuacién de Euler-Lagrange dada en ecuacién (2.2) es
oL d (OLY\ 0
oy dx \oy' )

-2y = 0

esto es,

es decir,
y'(x) = 0.

Resolviendo esta ecuacién y teniendo en cuenta que y(0) = 0 e y(1) = 1, obtenemos la

siguiente solucion

y(z) = . (5.5)

5.2.2. Caso fraccionario

El problema fraccionario mixto consiste en hallar una funcién y € §E| que maximice el

funcional )

1) = [ (5020l - @) do. (5
sujeto a las condiciones de borde y(0) =0 e y(1) = 1.
Aquf tenemos §F, = {y: [0,1] = R :y € C([0,1]), $Dy] € C([0,1])}.

Para resolverlo consideremos el siguiente lagrangiano

L(z,y,y', § D3 [y) = §Dgly] = (v (2))*. (5.7)

Como dijimos antes, vamos a resolver este problema utilizando los dos métodos, uno con
la ecuacién de Euler-Lagrange C-RL (5.2) y otra con la ecuacién de Euler-Lagrange C-C
(5.3).
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Resolucién mediante la ecuacién C-RL

Aplicando la ecuacién (5.2) sobre el lagrangiano (5.7), obtenemos

oL d (OL\ o[ OL 1
y %(a_yf)”Dl {aEDg[yJ =0

d / [0
— (~2/(@) + D[] =0
2y"(z) + BED¢ (1] = 0.

Utilizando la definicién vista en el Ejemplo 5, tenemos

SDE (1= )°) = ey (-
para = 0 obtenemos
2y" () + %(1 —x)7* =0, (5.8)
es decir, L . 1 B
y'(z) = —§m( — )

Resolviendo esta ecuacién y teniendo en cuenta que y(0) = 0 e y(1) = 1, tenemos la

siguiente solucion

1 1

Yroi(x) = _m(l —z) e 4 (1 — —2F(3 — a)> T+ m

(5.9)

Observacion 54 Podemos notar que la solucion (5.9) tiende a la solucion clasica (5.5)
cuando « tiende a 1. Esto significa que cuando o = 1, recuperamos la solucion del problema

clasico asociado.

Resolucién mediante la ecuacion C-C

Como el lagrangiano en (5.7), L € C* ([0, 1] x R?), podemos aplicar el Teorema 28. Luego,

utilizando la ecuacién (5.3), obtenemos

oL d (OL\ oL
i [t pe( 2= ) —
Oy dr (53/) T e (%CD% [y]) !
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(o) + EDp) =0

2y"(z) + D [1] =0.

Como vimos en Observacién 26, ¢ D [¢] = 0 para todo ¢ € R, resulta
2¢y"(x) =0 (5.10)

es decir

y'(x) =0 (5.11)

Notemos que en este paso, la ecuacién (5.10) es diferente de la ecuacién (5.8), y éste es el
motivo por el cual vamos a obtener dos soluciones distintas.
Resolviendo (5.11) y teniendo en cuenta que y(0) = 0 e y(1) = 1, tenemos la siguiente

solucién
yor(z) = x. (5.12)

Observacion 55 Podemos notar que la solucion (5.12) es igual a la solucion cldsica
(5.5) para todo valor de 0 < a < 1. Esto significa que cuando a = 1, obviamente también

recuperamos la solucion del problema cldsico asociado.

5.2.3. Comparacién entre los métodos

En esta seccion vamos a mostrar algunas gréaficas con el objetivo de comparar las soluciones
obtenidas con los diferentes métodos. Las funciones utilizadas para las graficas que vamos
a mostrar a continuacion se pueden ver en el Anexo en el Cédigo 8.

La Figura 5.1 presenta la convergencia de ambas soluciones yrp1 (5.9) en la izquierda e
yc1 (5.12) en la derecha, cuando tomamos limite cuando « tiende a 1. Podemos observar

que ambas convergen a la solucién clésica y (5.5), siendo la de yc; obvia.

Observacion 56 FEsta figura nos muestra la diferencia entre las formas de las soluciones
obtenidas mediante los diferentes métodos. Podemos ver claramente como las figuras de
las soluciones yc1 son exactamente la solucion cldsica en contraste con las formas de las

soluciones Yrr1 -

La Figura 5.2 presenta una comparacién entre ambas soluciones ygr1 (5.9) € yo1 (5.12),

para diferentes valores de a.
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Figura 5.1: Convergencia de las soluciones yrr1 € yo1.
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Figura 5.2: Comparacion de las soluciones yrr1 € yo1-
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Observacion 57 FEsta figura nos muestra que a medida que el valor de o disminuye, la

diferencia entre las grdficas de ambos métodos aumenta.

Por 1ltimo, veamos qué sucede si intentamos aplicar el Teorema 29 sobre el lagrangiano

L(]}, Yy, u, U) =V — U2. ’Tel'IGIIlOS7

L(z,y+y1,u+u,v+uv) — Lx,y,u,0) =v+v — (u+w)® =

=0+ v — u? — 2uu — u?,

no es comparable con
Ly<x7 Yy, u, U)yl + Lu(x7 Yy, u, U)ul + Lv(l'7 Yy, u, U)Ul - —2U'LL1 + U1,

puesto que si v > u? + u% entonces L resulta convexa, y en caso contrario,
céoncava, y como se debe mantener una misma desigualdad para todo (zx,y,u,v),
(x,y +y1,u+up,v+wv;) €[0,1] x R®, podemos concluir que no podemos utilizar este
teorema para determinar cual de los dos métodos es el 6ptimo.

Como el Teorema 29 no nos sirvié en este caso, calculemos los valores de las integrales
tanto para las soluciones yrr; como para las yo1 para diferentes valores de .

La Tabla 5.1 presenta los valores obtenidos en cada caso. Para calcular los integrandos en
(5.6), aproximamos la derivada fraccionaria de Caputo de ygri. Para esto, utilizamos el
método L, visto en la seccién 1.3.2 del Capitulo 1 y en la bibliografia [9, 36]. Para calcular
las integrales, las aproximamos utilizando sumas de Riemann. Todo esto se puede ver en

el Anexo en Cédigo 8.

o YRrL1 Yo

1 0 0
0.95 | -0.0215 | -0.0235
0.9 | -0.0457 | -0.0457
0.7 | -0.1326 | -0.1432
0.5 | -0.2301 | -0.2478
0.3 | -0.3312 | -0.3526

Tabla 5.1: Valores obtenidos para las integrales evaluadas en ygp1 € yo1 del Ejemplo 1.

Observacion 58 En la Tabla 5.1 podemos observar que las soluciones ygrr1 son las que
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mazimizan el problema. Sin embargo, también podemos ver que no es mucha la diferencia

entre ambos valores, sobre todo cuando los valores de o se aproximan a 1.

A continuacién veremos el Ejemplo 2.

5.3. Ejemplo 2

5.3.1. Caso clasico

El problema clésico consiste en hallar una funcién y € ¢E] que minimice el funcional

1) = [ (W) - 210() s

sujeto a las condiciones de borde y(0) =0 e y(1) = 0.
Aqui tenemos (F; = {y:[0,1] = R :y € C*([0,1])}.

Para resolver esto, consideremos el siguiente lagrangiano

L(z,y,y) = (y)" — 24y. (5.13)

Su ecuacién de Euler-Lagrange dada en ecuacion (2.2) es

oL (on)_,
oy dx\oy )

esto es,
d
24— 2 (2/(2)) =0
7 (2y'(2)) =0,
es decir
y'(z) = —12.
Resolviendo esta ecuacién y teniendo en cuenta que y(0) = y(1) = 0, obtenemos la
siguiente solucion
y(z) = —62* + 6. (5.14)

5.3.2. Caso fraccionario

El problema fraccionario consiste en hallar una funcién y € (E{ que minimice el funcional
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1) = [ ((E020)* - 240

sujeto a las condiciones de borde y(0) = 0 e y(1) = 0.

Aquf tenemos (E¢ = {y:[0,1] = R:y € C*([0,1]), §D2[y] € C([0,1])}.

Para resolverlo consideremos el siguiente lagrangiano

L(.T,y, ng [y]) = OCDQCUY [y]2 - 24y

(5.15)

(5.16)

Nuevamente, vamos a resolver este problema utilizando los dos métodos, uno con la

ecuacién de Euler-Lagrange C-RL (5.2) y otra con la ecuaciéon de Euler-Lagrange C-C

(5.3).

Resolucién mediante la ecuacién C-RL

Aplicando la ecuacién (5.2) sobre el lagrangiano (5.16), obtenemos

Por definicion,

y la propiedad

—24+4 BEDe (2§D [y]) =0

SDY (602 [y]) =12

RLD(II [(1—!E)ﬁ} _ F(l_‘_ﬁ)

w IR ETR

2Dy [1—2)7 =0,

que hemos visto en la Observacion 26, considerando = « podemos concluir

donde ¢; € R.

FDE) = - -

(5.17)
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Teniendo en cuenta la Proposicién 1 item d), valen las siguientes igualdades
1:[ F(n —a)
==
n—1
I'(n— 1
D [0 —1-4) = Iln—a+1)
5=0

I'(—a+1) "’

y podemos escribir

(1—x)~ :nz—:() o "
e I'(n—a)a”
2 T(a) b

1 — a—-1 _ = n
(1—=x) HXZZO oy
B i Fn—a+1)z"
n=0 P(—Od‘i‘].) TL'
Reemplazando esto en (5.17),
12 = T(n—a)z” —I'(n—a+1)z"
C Nna
D = — S S /e
o Dz ] I'l+a) HZ:O I'(—a) n! Ta go I'(—a+1) n!
Considerando § D2 [xﬂ = F(Fﬁ;f )a)xﬂ_“ y la linealidad de la derivada de Caputo,

obtenemos

12 I'n—a) T(1+n) amte
T T(1+a) —~ I'(-a) INa+n+1) nl

+CliF(n—a+1) I(l1+mn) ante

MN—a+1) T(a+n+1) n! T

12 N i F(n+Dl(n—ao)l(1+a)a”
TT(1+a2’ & Tl +n+a) nl

J2Tn+DI(n—a+)I'(1+a)x
+F(1+a)x ,;0 T(OF(1—a)l(I+n+a) n!

Ca,
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donde ¢y € R.

Usando la Definicién 4 de funciéon Hipergeométrica de parametros a, b, ¢, podemos

reescribir la solucién como:

12
y(l’) = F(Ta)gx 2F1(17 —Q, 1 —|—OZ,ZI§')
C1
— 1%, Fi(1,1 —a,1 .
+F<]_—|—O[)x 2 1(, a, +Oé,l’>+62

Teniendo en cuenta que y(0) = y(1) = 0, obtenemos

12
—— 2% (1, -, 1
F(l+0¢)2x 2 1( , —(Q, +CY,.Z')

6 T

YRL2 (JU) =

— 2F1<1,].—Oé,1+06,1’).

I'l+a)? F(1L,1—a,1+a,l)

(5.18)

Observacion 59 La solucidn (5.18) es vdlida sdlo para 0,5 < o < 1 puesto que sino la

solucion tiende a infinito y entonces no satisface la condicion terminal. Esto no significa

que la solucion no exista, solo que no es posible encontrarla mediante este método de

resolucion.

Observacién 60 Podemos notar que la solucion (5.18) tiende a la solucion clasica (5.14)

cuando « tiende a 1. Esto significa que cuando o = 1, recuperamos la solucion del problema

clasico asociado.

Resolucién mediante la ecuacién C-C

Como el lagrangiano en (5.16), L € C? ([0, 1] x R?), podemos aplicar el Teorema 28. Luego,

utilizando la ecuacién (5.3), obtenemos

—24+ D¢ (2§D [y]) =0

Por definicion,

96



y la Observacion 26 que, a diferencia de la derivada de Riemann-Liouville,
SD ? [dl] =0,

para cada d; € R, considerando f = « podemos concluir

12

oDl = v

(1 — l’)a + dl.

(5.19)

Notemos que en este paso, la ecuacién es diferente de la ecuacion (5.17), y éste es el motivo

por el cual vamos a obtener dos soluciones distintas.

Ahora podemos escribir

12 > “ola—17)
— (1 — "
F(l—l—oz)( 7) 1+a Z v

n:0

Teniendo en cuenta la Propiedad 1 d) vale,

I'(n—a)
—1)" _ i) =
=i - =5
7=0
y obtenemos
12 12 &KT(n—a)a"
% 1) = il
A ) ; T(—a) nl
Reemplazando esto en (5.19),
cpafy = 12 iF(n—a)ar_ p
0 x y - F(l +Oé) = P(-Oé) ] 1
Considerando § D2 [mﬁ } r{ﬁ}ﬁ )a) 2%~ y la linealidad de la derivada de Caputo, tenemos
“T'(n—a) T(1+4+n) z"te N
y() = l—l—a nz (—a) Tl+n+a) n! it + dy,
donde ds € R.
Es decir,
12 —~T'(n—1I'(n—a)(1
y(r) = =—— xaz (n = DI'(n — a)I'( +a>—+d1x v

rr(—a)f(1+n+a«) n!
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Usando la Definicién 4 de funciéon Hipergeométrica de parametros a, b, ¢, podemos

reescribir la solucién como

12 N N
y(z) = mﬂf oF1 (1, —a, 1 4+ a, ) + djz® + do.

Teniendo en cuenta que y(0) = y(1) = 0, obtenemos

12 6
ml’a 2F1(1,—Oé,1 +OC,ZU) ey A (520)

yoa(z) = (14 «)?

Observacion 61 A diferencia de ypra en (5.18), yeoo es vdlida para todo 0 < a < 1. Sin
embargo, no podemos asequrar que sea minimo del problema porque, por el momento, no

existe un Teorema de Condiciones Suficientes para las ecuaciones de Fuler-Lagrange C-C.

Observacién 62 Podemos observar que la solucion (5.20) tiende a la solucidn cldsica
(5.14) cuando « tiende a 1. Esto significa que, ambas soluciones de cada una de las
ecuaciones de Fuler-Lagrange, yYyrra € Yoo, tienden a la solucion de la ecuacion de

Fuler-Lagrange cldsica cuando o = 1.

5.3.3. Comparacion entre los métodos

En esta seccion vamos a mostrar algunas gréaficas con el objetivo de comparar las soluciones
obtenidas con los diferentes métodos. Las funciones utilizadas para las graficas que vamos
a mostrar a continuacién se pueden ver en el Anexo en el Cédigo 9.

La Figura 5.3 presenta la convergencia de ambas soluciones yrro (5.18) en la izquierda e
ycoa (5.20) en la derecha, cuando tomamos limite cuando « tiende a 1. Podemos observar

que ambas convergen a la solucién clasica y (5.14).

Observacion 63 FEsta figura nos muestra la diferencia entre las formas de las soluciones
obtenidas mediante los diferentes métodos. Podemos ver claramente como las figuras de
las soluciones ycs son mds parecidas a la forma de la solucion cldsica en contraste con las

formas de las soluciones Yyrrs.

La Figura 5.4 presenta una comparacién entre ambas soluciones yrro (5.18) e yeo (5.20),

para diferentes valores de a.

Observacién 64 En esta figura podemos ver como la diferencia entre las formas de ambas
soluciones se vuelve mas notable a medida que o se aproxima a 0.5, donde la solucion ygry,

encontrada diverge como hemos visto en Observacion 59.

98



— a=1
—a=0.95
6 1 6 1 oa=0.9
a=0.7
—oa=0.55
= 4 = 4
S B
2t 2
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 04 0.6 0.8 1
X X

Figura 5.3: Convergencia de las soluciones ygrro € yoo.

La Figura 5.5 presenta la solucién ycs (5.20) para o = 0,4.

Observacion 65 Mientras que la ecuacion de FEuler-Lagrage C-RL no mos brinda

facilmente soluciones para los casos 0 < a < 0,5, la ecuacion C-C si lo hace.

Ahora, veamos qué sucede si intentamos aplicar el Teorema 29 sobre L(z, y,u) = u? — 24y.

Tenemos,

LGty + gt u)— Lo ,u) = (ut w)? — 24(y +52) — u® + 24y
= u? + 2uuy + u? — 24y — 24y, — u® + 24y
= u% + 2uuy — 249,
> —24y; + 2uuy = D L(x,y,u)y; + OsL(z,y, u)uy,

se verifica para todo (z,y,u), (z,y + y1,u + u1) € [0,1] x R% Aplicando el Teorema 29,
dado que L es convexa, podemos concluir que ygrr2 minimiza al problema para 0,5 < a <1

(que es donde conocemos las soluciones de la ecuacién de Euler-Lagrange).

Observacién 66 Podemos observar que el Teorema 29 solo funciona para funcionesy que
satisfacen la ecuacion de Euler-Lagrange C-RL, pero ademds las funciones deben satisfacer
las condiciones de borde. En el caso de no satisfacerlas (esto seria en el caso en que

0<a<0,5), el teorema no funciona.

Por 1ltimo, para verificar, calculemos los valores de las integrales para las soluciones ygr2

y las yco para diferentes valores de a.
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a=0.95 a=0.8
— C-C — C-C
C-RL —— C-RL
1.5+
2 4
=1 =
S =
1 4
0.5+
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
5 8 x
a=0.7 a=0.55
— C-C — C-C
4| —CRL C-RL
6 4
3 4
= = 4
S =
2 4
2 4
1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 5.4: Comparacion de las soluciones yrro € yoo.

La Tabla 5.2 presenta los valores obtenidos en cada caso. Para calcular los integrandos en
(5.15), aproximamos la derivada fraccionaria de Caputo de ambas funciones ycs € yrro.
Para esto, utilizamos un método de tipo L visto en la seccién 1.3.2 del Capitulo 1 y en la
bibliografia [9, 36]. Luego, para calcular las integrales, las aproximamos utilizando sumas

de Riemann. Todo esto se puede ver en el Anexo en Cdédigo 9.

Observacion 67 FEn la Tabla 5.2 podemos observar que a medida que nos acercamos a
a = 0,5, la diferencia entre los valores es cada vez mayor, siendo el minimo la solucion
de la ecuacion C-RL. Para los valores 0 < o < 0,5 obviamente solo tenemos la solucion

obtenida mediante la ecuacion C-C, puesto que es la unica que verifica las condiciones de

borde.

Observacién 68 No pudimos determinar realmente qué soluciones son las dptimas puesto
que pudimos encontrarlas solo para 0,5 < a < 1. Por este motivo, nos vemos en la

necesidad de introducir otro método de resolucion de problemas variacionales mixtos.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

Figura 5.5: Solucion ycs para a =0.4.

o YRL2 Yoo

1 | -12.1752 | -12.1752
0.95 | -14.5035 | -14.3133
0.9 | -17.3685 | -16.7006
0.8 | -25.2957 | -22.2567
0.7 | -37.2794 | -28.9016
0.55 | -58.1234 | -40.9804
0.4 - -55.5863

Tabla 5.2: Valores obtenidos para las integrales evaluadas en yrro € yoo del Ejemplo 2.

A continuacién veremos un nuevo método numérico que sirve para aproximar las soluciones
de problemas variacionales mixtos, con la ventaja de que no utilizard ninguna ecuacion de

Euler-Lagrange durante su desarrollo.

5.4. Meétodo numérico de tipo L,

En esta seccion obtendremos un nuevo método numérico directo para problemas
variacionales fraccionarios mixtos, es decir con presencia de derivada clasica y fraccionaria.
Recordemos que este tipo de problemas los vimos en la seccién 2.3 del Capitulo 1 y los

repasamos al comienzo de este Capitulo en la Definicién 18. Estos consisten en hallar
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funciones y € ¢E;, tal que maximicen o minimicen el siguiente funcional

I(y) = / Liz,y.y/, CD2y)) de (5.21)

y que estén sujetas a las condiciones de borde y(a) = y, e y(b) = ys.

Se considera o € (0,1) y
By = {y:[a,0] = R/y € C'([a,b]), ¢ D7ly) € C([a, b))}

Como mencionamos anteriormente, los problemas variacionales fraccionarios (2.3) son un
caso particular de los problemas variacionales mixtos (5.21), por eso en esta seccién sélo

trabajaremos con estos ultimos.

Siguiendo la estrategia utilizada en [24], la idea del método consiste en discretizar
sobre una malla en un intervalo de tiempo deseado, usar diferencias finitas para la
derivada clasica, utilizar el método L; visto en la seccion 1.3.2 del Capitulo 1 para las
derivadas fraccionarias, y una regla de cuadratura para la integral. Este procedimiento
reduce al problema variacional, de un problema continuo de optimizacién dinamica, a la

optimizacién estatica de multiples variables.

Por este motivo decimos que este método es de tipo directo. Un método numérico para
problemas variacionales se dice directo cuando no utiliza la ecuacién de Euler-Lagrange
durante su desarrollo. En contraste, un método se dice indirecto cuando primero usa la
ecuacion de Euler-Lagrange, para luego aplicar algiin método numérico sobre la ecuacién
resultante. Esta ultima técnica fue la que utilizamos a lo largo de esta tesis, por este
motivo nos vimos en la necesidad de crear el método directo de tipo L; para problemas

variacionales mixtos.

Ahora si procederemos a la obtencién del método, ver [11].

Primero vamos a discretizar el funcional J dado en la ecuacién (5.21) usando una regla
de cuadratura en un mallado a = 2y < 21 < ... < x, = b con x;,1 = x; + h para todo

t=20,...,n—1, siendo h = b_T“ el tamano del paso.

El objetivo es hallar los valores 1, ys, ..., yn—1 de la funcién desconocida y en los puntos x;

coni=1,...,n—1. Los valores yg e , estan dados por las condiciones de borde. Aplicando
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la regla de cuadratura tenemos,

I(y) = Z/ L(z,y,y', ¢ D [y]) do
(522)
Z hL (xi7 Yi, y;u (?D?z‘ [y]) :

=1

I

Aproximando la derivada cldsica usando diferencias finitas hacia atras, y la derivada
fraccionaria de Caputo utilizando el método L, visto en la seccién 1.3.2 del Capitulo

1, se obtiene,

J(y) = Z hL (93 Yi, % i bi——1(y(Tps1) — y(m))) : (5.23)

donde los coeficientes
h—Oé

b = ['2—-a)

[(k+ 1) — k2. (5.24)

El lado derecho de la ecuacién (5.23) puede ser considerado como una funcién ¥ de n — 1

valores desconocidos y = (Y1, Y2, -y Yn—1),

n i—1
(Y1, yn1) = Y hL (wi,yi, %, > bk (Y — yk)) : (5.25)
i=1

k=0

Para hallar un extremo de W, debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones

algebraico,

ov B
0y; B

0i=1,.,n—1. (5.26)

Observacién 69 En el teorema enunciado a continuacion denotaremos
vi—y i—1
) i — Yi—1
[l] = (Imyz’, T’ Zbi—k—1<yk+1 - yk)> .
k=0

Teorema 30 El método de tipo Ly para un problema variacional mixto de la forma (5.21)

es equivalente a la ecuacion de Euler-Lagrange fraccionaria (5.2),

oL d (OL\ p oL
= _ 2= DY | —— | = 5.27
Oy dr <9y’) e {35172‘[@/]] ’ (5.27)

cuando el paso del mallado h tiende a cero.
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Demostracion: Sea (yi,ys, ..., Yn—1) un minimo de V¥, consideremos n € Cla,b] con

n(a) =n(b) = 0 y definimos n; = n(z;) para i=0,...,n.

Observemos que 79 =1 =0y que (yi + €Ny, ..., Yn—1 + €y—1) €s una variacién de
(Y1, Y2, -y Yn—1), con |e| < r para r > 0 fijo. Asi, como (y1,¥y2,...,Yn—1) €S un

optimizador de W, utilizando la expansion de Taylor obtenemos,

0 S qj(yl + €My oy Yn—1 + 6777171) - qj(yla Y2, -, ynfl)
n—1
= 2 nibplil +o(e)

SCli+1] = g5l

n—1 (528)
. oy’ .
= e mh i R— +bogepep

n

oL
+ k_z (bk—z — bk—z—l)m[l{:] + 0(62).
=i+1
Dividiendo por €, toméndolo positivo y negativo, como las funciones 7; fueron
elegidas arbitrariamente, resulta que la expresiéon entre corchetes debe ser cero para
todoi=1,....,n—1, esto es
gl +1] = 55l

Bl = 2 bl + 3 G = )il =0 (529)

k=i+1

Oy

Ahora estudiemos el caso cuando h tiende a cero, es decir n = b_T“ tiende a infinito.

Sea T € (a,b) ei € {1,...,n} tal que z;_1 < T < x;. Primero observemos que, en

este caso, también tenemos i — 0o y n —i — 0o0. En efecto, sea i € {1,...,n} tal que

a+ (i —1)h < & < a + ih. Entonces tenemos, por un lado i > %2 = % lo que

hace que tienda a infinito, por otro lado tenemos que como 7 < j—;“ +1= % +1

resulta n — ¢ > % — 1, lo que hace que también tienda a infinito.
Luego,

lim z; = 7.

n—oo

Supongamos que existe una funcién g € C'[a, b] que verifica,

Ve > 03dNy, Vn > Nyt |y, —y(x)| <eVi=1,...,n—1 (5.30)

Yit1 =¥

Ve > 03Ny, Yn > Ny : . y(z;)| <eVi=1,..,n—1 (5.31)
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Como § e ¥ son uniformemente continuas, tenemos
Ve >03Ns, Vn> Ny |y, —4y(z)| <eVi=1,..,n—1

Yi+1 — Yi g’(i‘)

Ve > 0dN,, Vn > Ny : N —

Con las suposiciones sobre la continuidad de y podemos deducir,

S gl 32 (b~ e i =
oL N o
= 140y | e | @) @), 215,

<eVi=1,...n—1.

(5.32)

(5.33)

(5.34)

Observemos que (5.34) es valido puesto que si consideramos el método L para la

derivada fraccionaria de Riemann-Liouville por derecha presentado en la Seccién

1.3.2 en la ecuacion (1,16), tenemos que

bOaCDoz H—i‘k%l(bk i bk*ifl)%[k]

boaCDa [i] + Z (br—i bk%ﬂ)%[k] - bn%ﬂ%[n] + bn%%

k=i+1

RLpa [__oL
v D [BED%[ZJ]}

_ (En—z) T

Si y solamente si b, ; = M(i—a) Veamos esto dltimo entonces

(n—i+)"*—(m—0)"* 1.

bpi = ; h ; ; F(2—C.¥)1
R =i+ ) =R -0t
o h r'2—a)
B (2 — xi—l)lia — (n x%>lia 1
_ h r'(2—a)

[n] =

Definimos u(s) = (x,, —s)'~* diferenciable con continuidad para todo s € R, s # z,.

105



Con esto resulta,

) w(xi—1) —u(xia+h)

h r2—a) h I'(2—a)

(Cﬁn — Ti—1

Utilizando el Teorema del valor medio, existe £ € (x;_1,2;) de modo que
w(xi—1) — u(zi—y + h) = u/(§)h, obteniendo
u(@io) —w@iath)  _ (A-e)@ -8, _ (.-
h r2—a) h (1-a)T(1—a) 1“(1 _ Oé)

(xy — ;)

T a) como queriamos.

Que cuando h tiende a cero, resulta

Finalmente, por Teorema 9 obtenemos la ecuacién (5.34).

Asi, de las ecuaciones (5.32), (5.33) y (5.34) obtenemos la conclusién del teorema. [J

Observacién 70 Cuando se escribe equivalente en el teorema anterior, se refiere en
sentido del Teorema 3.6 de [24]. Debido a la suposicion de la existencia de una funcion
y € C'a,b] que verifica (5.30) y (5.51), decimos que es un Teorema de convergencia débil

quedando como trabajo a futuro la prueba de la convergencia fuerte.

Observacion 71 A partir del Teorema 30 podemos observar que el método numérico de
tipo Ly si bien no depende de las ecuaciones de Euler-Lagrange para su desarrollo, por ser

de tipo directo, igualmente converge a la solucion de la ecuacion de Euler-Lagrange C-RL

(5.2).

A continuacién vamos a ver como funciona este método numeérico en los ejemplos de la

seccién 5.2 y la seccion 5.3.

5.4.1. Ejemplo 1
Recuperamos el ejemplo 1 de la seccién 5.2 , el problema variacional mixto (5.6)
1
I) = [ (§D50) = /()?) e (5.35)

sujeto a las condiciones de borde y(0) =0 e y(1) = 1.
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0.8 ’ Pasos ‘ Error Tiempo de Proces.
20 | 1,230 % 4,925¢7% seg
0.6 | 40 7,467¢704 1,170 seg
= 80 | 4,401 % 2,725¢7 93 seg
041 160 | 2,532e7% | 8,178 seg

—— Solucién Exacta ygy) o1 "2
02 | —— Solucién Exacta ycy 320 1,429¢ 2,752¢ seg
""" n=80 640 | 7,952¢795 1,103¢™% seg
n =320

02 04 06 08 |

Figura 5.6: Aproximacién para el Ejemplo 1 con o =0.95.

Vamos a aplicar el método numérico de tipo L;. Este problema se reduce numéricamente

a resolver Ay = B, donde

0 si j<i—1loj>i+1

Aj=1¢ 2 si j=i—loj=i+1 (5.36)
—4 si ] =1,
\
B; = —h*by_i s, (5.37)

siendo A = (A;;) Z‘J_:ll, B = (B;) -} v los coeficientes by son los de la ecuacion (5.24)

para todo k € N.
A continuacion se presentan graficas y tablas donde se muestra la aplicacién del método
en el ejemplo dado para diferentes valores de o y su comparacién con las soluciones ygr1

(5.9) e ye1 (5.12). Dicho método se puede ver en el Anexo en Codigo 8.

En las graficas se observan aproximaciones para diferentes cantidades de pasos y las
soluciones exactas, en las tablas se observan la cantidad de pasos utilizados, los errores

calculados mediante la norma infinito y el tiempo de procesamiento utilizado.
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’ Pasos ‘ Error Tiempo de Proces.
20 | 3,291e7 %3 6,909¢~% seg
40 1,859¢ 703 1,198¢7% seg
80 | 1,022e7% 2,731e7% seg
160 | 5,497¢7% 7,567¢7% seg
320 |2,911e™™ 2,629¢79% seg
640 | 1,521e~% 1,063e %t seg

Figura 5.7: Aproximacién para el Ejemplo 1 con «

///
0.8 o
y
0.6 //
= ~
= 7
0.4+ /
/ —— Solucién Exacta ygy)
02 // —— Solucién Exacta ycg
...... n=80
n=2320
0.2 0.4 0.6 0.8
X
by y
s
//
0.8 /
0.6 //
= y
- e
0.4 | -
// " | —— Solucién Exacta YRLL
1 —— Solucién Exacta yc
02 /// ______ n= 80
Y _
Y n=320
0.2 0.4 0.6 0.8

=0.70.

Pasos Error Tiempo de Proces.
20 | 1,543¢7 % 5,226 seg
40 | 8,153¢7% 1,009¢7% seg
80 | 4,221e ™ 2,3148¢7% seg
160 | 2,159¢7% 7.822¢7% seg
320 | 1,095¢% 2,528¢79% seg
640 | 5,525~ 1,074e7 seg

Figura 5.8: Aproximacién para el Ejemplo 1 con a =0.30.

En Figura 5.6, Figura 5.7 y Figura 5.8, se observa que a medida que la cantidad de pasos

aumenta, el error de la aproximacién disminuye. También se puede ver que cuando «

se aproxima a 1, las graficas son mas similares a la grafica de la solucién exacta. Con
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respecto a lo numeérico, los errores son bajos y los tiempos de procesamiento también, lo

que lo hacen un método rapido.

Por 1ltimo, y lo méas importante que debemos destacar, es que se cumple lo dicho en
la Observacién 71, las soluciones aproximadas tienden a las soluciones ygp;. Podemos
concluir, para el ejemplo 1, que si bien el Teorema de Condiciones Suficientes (Teorema
29) no se cumplia y los cdlculos fueron més sencillos con la ecuacién de Euler-Lagrange
C-C (5.3), debido al método directo de tipo L;, las soluciones 6ptimas son las yrr1 (5.9)
obtenidas mediante la ecuacién de Euler-Lagrange C-RL (5.2).

A continuacién veamos que sucede con el siguiente ejemplo.

5.4.2. Ejemplo 2

Recuperamos el ejemplo 2 de la seccién 5.3, el problema variacional mixto (5.15)

J(y) = /01 ((oCD?Z ly))” — 24 y(ft)) dz, (5.38)

sujeto a las condiciones de borde y(0) =0 e y(1) = 0.

Vamos a aplicar el método numérico de tipo L;. Este problema se reduce numéricamente

a resolver Ay = B, donde

n—it+d—1
Z (bk — bk71>(bk7d — bk,dfl) si ] =i—d
k=d
Aij =S e (5.39)
> (b = bk—1)(bkte — bpre—1) si j=i+e,
k=0
Bi - —hzbn,i,Q, (540)

siendo A = (A;;) 172y , B=(Bi) !5, dy e enteros tales que 0 <d <i,0<e<n—iy

los coeficientes by, son los definidos en la ecuacién (5.24) para todo k € Ny b_; = 0.
A continuacion se presentan graficas y tablas donde se muestra la aplicacién del método
en el ejemplo dado para diferentes valores de o y su comparaciéon con las soluciones ygro

(5.18) e ye2 (5.20). Dicho método se puede ver en el Anexo en Cédigo 9.

En las graficas se observan aproximaciones para diferentes cantidades de pasos y las
soluciones exactas, en las tablas se observan la cantidad de pasos utilizados, los errores

calculados mediante la norma infinito y el tiempo de procesamiento utilizado.
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1.5 ¢

Sol. Ex. ygr2
Sol. Ex. yc»
n=2380
n=320

Pasos Error Tiempo de Proces.
20 3,9¢702 8,851~ % seg
40 | 2,254 2 1,694~ %% seg
80 | 1,281e %2 4,185¢7%2 seg
160 | 7,192¢7% 1,705e 7% seg
320 | 4,009¢93 7,949¢7% seg
640 | 2,223¢7%3 5,368 seg

Figura 5.9: Aproximacién para el Ejemplo 2 con o =0.95.

21
=
0.5+
/
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
X
Sol. Ex. YRL2
Sol. Ex. yc2
n=2380
n=320
=
ES
02 04 06 08 1 1.2 14

X

Pasos Error Tiempo de Proces.
20 7,199¢~% 7,185¢7% seg
40 | 5,561~ 1,471e7%% seg
80 | 4,317 ™ 4,499¢7%? seg
160 | 3,337 1,668t seg
320 | 2,573e~% 7,841 % seg
640 | 1,981~ 5,409 seg

Figura 5.10: Aproximacion para el Ejemplo 2 con a =0.70.




-l ' Sol. Ex. ye2
| I : - 382% Pasos | Error | Tiempo de Proces.
61, : 20 00 5,946¢7% seg

e 40 | oo 1,808¢~"? seg
| | 80 00 4,46e7%? seg
160 00 1,489¢7 seg
: : : ; | ; } 320 00 7,721e7% seg
02 04 0.6 ())C.8 1 1.2 14 640 ~ 5’26 se

Figura 5.11: Aproximacion para el Ejemplo 2 con a =0.40.

En Figura 5.9 y Figura 5.10, se observa que a medida que la cantidad de pasos aumenta,
el error de la aproximacion disminuye, a diferencia de Figura 5.11 donde sabiamos que la
solucion exacta que habiamos obtenido no convergia puesto que a = 0,4 < 0,5. También
se puede ver que cuando « se aproxima a 1, las graficas son mas similares a la grafica de
la solucion exacta. Con respecto a lo numérico, los errores no son tan bajos como en el
Ejemplo 1 y los tiempos de procesamiento también son bajos, lo que lo hacen un método
rapido.

Por dltimo, y lo mas importante es que podemos notar nuevamente lo dicho en la
observacion 71, las soluciones aproximadas tienden a las soluciones ygrr2, viendo en las
graficas como se alejan de las soluciones yco. Podemos concluir, para el ejemplo 2, que si
bien el Teorema de Condiciones Suficientes (Teorema 29) no se cumplia para los valores
0 < a < 0,5y si bien pudimos obtener una solucién yco para todos los valores de «
mediante la ecuacién de Euler-Lagrange C-C (5.3), debido al método directo de tipo Ly, las
soluciones éptimas son las que deberiamos obtener mediante la ecuacion de Euler-Lagrange
C-RL (5.2). Sin embargo, a pesar de esto, las soluciones yoo mantienen la misma forma
que las soluciones 6ptimas y, a diferencia del caso de la ecuacion de Euler-Lagrange C-RL
que no pudimos obtener ninguna solucién para 0 < a < 0,5, en estos casos si las pudimos

obtener.
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5.5. Conclusiones del Capitulo

En este capitulo hemos estudiado dos teoremas de condiciones necesarias para resolver
problemas variacionales fraccionarios: una ecuaciéon de Euler-Lagrange que involucra
derivadas fraccionarias de Caputo y Riemann-Liouville (C-RL), y otra ecuacién de

Euler-Lagrange donde sélo aparecen derivadas de Caputo (C-C).

Con el objetivo de realizar una comparacion entre ambas condiciones, hemos presentado
dos ejemplos, un problema variacional mixto, y un problema variacional fraccionario, y
un nuevo método numérico directo, es decir que no depende de ninguna ecuacion de

Euler-Lagrange, para la resoluciéon de los mismos.
Obtuvimos varias conclusiones:

En el primer ejemplo, al resolverlo mediante ambos métodos, obtuvimos dos soluciones
diferentes para un mismo valor de «. Si bien el Teorema de Condiciones Suficientes de la
ecuacién de Euler-Lagrange C-RL (Teorema 29) no fue concluyente en este caso, mediante
el nuevo método numérico de tipo L; que hemos propuesto, pudimos observar que la

solucién 6ptima era la yzp; brindada por la ecuacion de Euler-Lagrange C-RL.

En el segundo ejemplo, pasé algo similar, al resolverlo mediante ambos métodos, también
obtuvimos dos soluciones diferentes para un mismo valor de «. Para 0.5 < o < 1,
pudimos verificar que el minimo del problema se consiguié de la solucion de la ecuacién de
Euler-Lagrange C-RL (ygr2), asi como sugeria el Teorema 29. Ahora, para 0 < o < 0,5 la
ecuacién C-RL no nos proveyo una solucién, es decir la ecuacién brindada por el momento
no se puede resolver, mientras que la ecuacién de Euler-Lagrange C-C si lo hizo. Sin
embargo, nos preguntamos, ;podemos asegurar que la solucién de la ecuaciéon C-C (yc2)
es la solucion optimal del problema al menos para estos valores de a? La respuesta a
esta pregunta es NO. A pesar de que en [13, 35] se mostré que la funcién yco es una
solucion critica para el problema, y de que también hemos visto que graficamente sus
formas para cada valor de a son mas similares a la forma de la solucién clasica, aun asi
no podemos asegurar que yco €s una soluciéon optimal ni siquiera para los casos en que
0 < a <0,5. Si existiera un Teorema de Condiciones Suficientes para las ecuaciones C-C,
nuestro ejemplo no lo verificaria, porque si lo hiciera, este teorema entraria en contradiccién
con el Teorema de Condiciones Suficientes para las ecuaciones C-RL (Teorema 29). Esto
significa que las condiciones de convexidad sobre el lagrangiano no alcanzan para obtener
condiciones suficientes para las ecuaciones C-C. Luego, si existieran otras condiciones y
dicho teorema existiera, para no contradecir al Teorema 29, este teorema deberia depender

de los valores de a. Por otro lado, podemos observar que cuando a = 1, yc9 es la solucion
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clasica y es la minima del problema, pero cuando « decrece, por ejemplo para 0,5 < o < 1,
estas soluciones no son minimas, puesto que las soluciones ygro 1o son. Podemos decir
que este comportamiento es una discontinuidad de las soluciones yco cuando « tiende a 1.
Entonces, ; por qué yco serian soluciones minimas cuando 0 < o < 0,57 Si fueran soluciones
minimas, existiria otra discontinuidad de estas soluciones con respecto a «. Por 1ltimo,
cuando aplicamos el método numérico de tipo L; pudimos observar que éste convergia a
soluciones que efectivamente no eran ycs, sin embargo yco mantenian una forma similar
a las soluciones aproximadas.

En conclusion, si bien trabajar con las ecuaciones de Euler-Lagrange C-C hace que los
calculos sean mas sencillos, muchas veces tenemos que tener cuidado con respecto a la
implementacion de este método puesto que las ecuaciones de Euler-Lagrange C-RL son
las que verdaderamente nos daran la solucién optimal. Quizas convendria resolver los
problemas variacionales mixtos mediante la aproximacién de sus soluciones con el método
numérico de tipo L1, que no utiliza en su desarrollo ninguna ecuacién de Euler-Lagrange,
sin embargo su implementacion no es algo sencillo de realizar, puesto que encontrar la
formulacién de tipo Ay = B no es una tarea facil.

Queda como trabajo a futuro encontrar un método numérico directo, que sea més facil de
implementar que el método de tipo L;, para ver qué sucede si lo aplicamos al problema

de control planteado en el Capitulo 4.
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Conclusiones

En esta tesis se obtuvieron avances sobre el conocimiento del célculo de variaciones
fraccionario, tanto en lo referido al desarrollo tedrico, como en la aplicaciéon del mismo
a problemas de manejo poblacional.

En primer lugar se establecieron condiciones de optimalidad de problemas variacionales,
tanto en su version cldsica (con derivadas de orden entero), como en su version fraccionaria
(con derivadas de orden real positivo). Esto es, se encontraron condiciones necesarias,
llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange. Al existir diferentes definiciones de derivada
fraccionaria, se obtuvieron diferentes tipos de ecuaciones de Euler-Lagrange para los
problemas fraccionarios, las ecuaciones C-RL que son ecuaciones de Euler-Lagrange
donde intervienen derivadas fraccionarias de Riemann-Liouvile y de Caputo, y las
ecuaciones C-C donde so6lo aparecen derivadas fraccionarias de Caputo. También se
consideraron problemas variacionales mixtos, en los que intervenian tanto derivadas de
orden fraccionario como entero. La principal ventaja de esta formulacion, con respecto al
enfoque fraccionario puro adoptado en la literatura, es que, ademas de incluir los resultados
de los problemas fraccionarios, también se pueden obtener los resultados clasicos del calculo
variacional como casos particulares. Para estos problemas variacionales, se demostré la
existencia de ecuaciones de Euler-Lagrange fraccionarias C-RL y C-C. También se pudo
observar que la ecuaciéon de Euler-Lagrange fraccionaria C-C mejora los céalculos con
respecto a la ecuacién de Euler-Lagrange fraccionaria C-RL, debido a su similitud con
la derivada de orden entero.

A continuacién, con el objetivo de comparar la evolucion fraccionaria de cierto recurso para
un futuro modelo fraccionario de maximizacion de la ganancia de la extraccién del mismo,
se presenté un analisis de una ecuacion diferencial cuibica fraccionaria. Esta ecuacion es
una generalizacién de diferentes versiones de ecuaciones logisticas fraccionarias con o sin
efecto Allee y con o sin cosecha. Se demostré existencia y unicidad de solucion, se realizo
un analisis de estabilidad sensible a la variacion de los diferentes parametros, y por ultimo,

mediante la implementacion del método numérico de Adams fraccionario, se compararon
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los diferentes modelos logisticos fraccionarios. Los resultados obtenidos para la ecuacién
cubica fraccionaria generalizaron a los resultados de las ecuaciones logisticas fraccionarias,
en cuanto a que se podian obtener como casos particulares reemplazando los valores de
los parametros.

Con respecto a la comparacion entre los diferentes tipos de logisticas fraccionarias, se
logré observar que el caso con efecto Allee es mas realista puesto que tiene en cuenta la
cantidad minima necesaria para que una poblacién comience a reproducirse y a crecer,
en contraste al caso sin efecto Allee que no considera esta cantidad. Sin embargo, la
ecuacién fraccionaria con efecto Allee, al ser una ecuacién cubica, es compleja de tratar
mientras que la ecuacion logistica fraccionaria, que es cuadratica, facilita muchisimo los
calculos y resulta también una muy buena representacion de la realidad. Por este motivo,
se decidid, como un primer enfoque, trabajar con la ecuaciéon logistica sin efecto Allee para
el modelado del problema de la maximizacion de la ganancia de la extraccién del recurso
0 especie.

Posteriormente, se traté el problema de control fraccionario que modeliza esta situacién.
Debido a la singularidad del problema en si, se desarrollaron y utilizaron diferentes técnicas
de resolucién, tanto para los casos fraccionarios, como para el caso clasico. A pesar de que
se vio la necesidad de un Teorema del Camino mé&s Cercano no existente en el andlisis
fraccionario, se realizé una comparacion entre las soluciones de los problemas clésico y
fraccionario para un orden fraccionario fijo. También se observo que el orden fraccionario
en la dinamica de la poblacion realmente afecta el comportamiento de su crecimiento,
pudiendo concluir que las derivadas fraccionarias podrian modelar mejor la evolucién de
recursos naturales que poseen un retardo en su crecimiento.

Por otro lado, durante la resolucion de este problema se vio que utilizando la ecuacion
de Euler-Lagrange C-RL, proporcionaba diferentes soluciones que usando la ecuacion
de Euler-Lagrange C-C. Para continuar con la comparacién se eligid, por cuestiones
cualitativas, las poblaciones calculadas mediante la ecuacién C-C. Al no saber si la
diferencia de las soluciones obtenidas era por la singularidad del problema planteado o por
razones diferentes, se decidié dedicar el ultimo capitulo de la tesis a realizar un analisis
mas profundo de esto.

Finalmente, se realiz6 una comparacién de estos diferentes métodos de optimalidad
de problemas variacionales fraccionarios. Se presentaron dos ejemplos, un problema
variacional mixto, y un problema variacional fraccionario. Para la resolucion de los
mismos, se dedujo un nuevo método numérico directo, es decir que no depende de ninguna

ecuacién de Euler-Lagrange. Se obtuvieron varios resultados que nos llevaron a la siguiente
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conclusion: si bien trabajar con las ecuaciones de Euler-Lagrange C-C hace que los
calculos sean mas sencillos, muchas veces tenemos que tener cuidado con respecto a la
implementacién de este método puesto que las ecuaciones de Euler-Lagrange C-RL son las
que verdaderamente nos daran la solucién optimal, debido a que estas poseen un Teorema
de condiciones suficientes. Quizas convendria resolver los problemas variacionales mixtos
mediante la aproximacién de sus soluciones con métodos numéricos directos, por ejemplo
el método de tipo Ly, que no utiliza en su desarrollo ninguna ecuaciéon de Euler-Lagrange,
sin embargo su implementacion no es algo sencillo de realizar.

Queda mucho trabajo a futuro, como analizar un problema de maximizaciéon de las
ganancias mas complejo, quizas que involucre el crecimiento poblacional con efecto Allee,
estudiar sobre una posible existencia del Teorema de Green fraccionario para asi lograr
una demostracion del Teorema del Camino m&as Cercano en su version fraccionaria,
seguir investigando al respecto de la comparacion entre las diferentes ecuaciones de
Euler-Lagrange, y encontrar algin método numérico directo, que sea més facil de
implementar que el método de tipo L, para ver qué sucede si lo aplicamos al problema

de control planteado o a diferentes problemas.
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Anexo

En esta seccion presentaremos los codigos programados en lenguaje Python utilizados a

lo largo de esta tesis.

Cddigos de la Seccién 3.4

1. Método de Adams fraccionario para la ecuacién cubica fraccionaria y sus casos
particulares, las ecuaciones logisticas fraccionarias (3.1) y (3.2) y las ecuaciones
logisticas con efecto Allee (3.3) y (3.4).

I import numpy as np
2 from math importx*

3 from scipy.special import gamma

¢ #### PARAMETROS

7 alfa = 0.5
s A = -0.05
9B = 0.55
0 C = -0.5

11 paso = 0.05

12 T = 25 # tiempo final

13 x0 = 0.1 #Condicion inicial

16t = np.arange (0, T+paso, paso) #Vector de tiempos
18 ###### FUNCIONES

20 def cubica(x, A, B, C):

21 aux = A*x(x**3)+B*(x**2) +Cx*x

22 return aux
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24 def sumaacubica(u, n, alfa, paso):

59

60

61

def

def

a

[((pasox*alfa)/gamma(alfa+2))*x((n*x*x(alfa+1))

-(n-alfa)*(n+1)**xalfa)]

for j in range(2,n+2):

aux=((pasox**xalfa)/gamma(alfa+2))*((n-(j-1)+2)**x(alfa+1l)
-2%(n-(j-1)+1) **x(alfa+1)+(n-(j-1)) **x(alfa+1))
a.append(float (aux))

a.append(float (1.0))

sumaacubica = 0

for j in range(0,n+1):

sumaacubica += al[jl*cubica(uljl, A, B, C)

return sumaacubica

sumabcubica(u, n, alfa):

sumabcubica = 0

bb

(]

for j in range(l,n+2):

auxbb = (1/gamma(alfa+1))*((n-(j-1)+1)**alfa
-(n-(j-1))**alfa)

bb.append (float (auxbb))

sumabcubica += bb[j-1]*cubica(ulj-1], A, B, C)

return sumabcubica

Sol_Adams_cubica(alfa, paso, dato):

u
Z

v

[dato]
[dato]
[dato]

for j in range(l,len(t)+1):

auxZ = ul[0]+(pasox**alfa)*sumabcubica(u, j-1, alfa)
Z.append (float (auxZ))

auxu = ul[0]+sumaacubica(u, j-1, alfa, paso)
+(pasox**alfa)*(cubica(Z[jl, A, B, C))/gamma(alfa+2)
u.append (float (auxu))

auxv = v[0]+sumaacubica(v, j-1, alfa, paso)
+(paso**xalfa)*(cubica(uljl, A, B, C))/gamma(alfa+2)
v.append (float (auxv))

return v

2. Método de Adams fraccionario para las ecuaciones logisticas fraccionarias (3.1) y
(3.2).
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import numpy as np
from math importx*

from scipy.special import gamma

#### PARAMETROS

alfa = 0.5

r = 0.5 #tasa de crecimiento

K = 10 #capacidad de carga

E = 0 #tasa de cosecha

paso = 1

T = 500 #tiempo final

x0 = 0.1 #Condicion inicial

t = np.arange(0, T+paso, paso) #Vector de tiempos

g ###### FUNCIONES

def log(x, r, K, E):

return r*x*(1-(x/K))-Ex*x

def sumaalog(u, n, alfa, paso):

a = [((pasox*xalfa)/gamma(alfa+2))*((n**x(alfa+1))

-(n-alfa)*(n+1)**xalfa)]

for j in range(2,n+2):
aux=((pasox**xalfa)/gamma(alfa+2))*((n-(j-1)+2) **x(alfa+1)
-2x(n-(j-1)+1) **x(alfa+1)+(n-(j-1)) **x(alfa+1))
a.append(float (aux))

a.append(float (1.0))

sumaalog = 0

for j in range(0,n+1):
sumaalog += al[jl*log(uljl, r, K, E)

return sumaalog

7 def sumablog(u, n, alfa):

sumablog = 0

bb = []

for j in range(l,n+2):
auxbb = (1/gamma(alfa+1))*((n-(j-1)+1)**alfa
-(n-(j-1))**alfa)
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bb.append (float (auxbb))
sumablog += bb[j-1]*log(ulj-1], r, K, E)

return sumablog

def Sol_Adams_log(alfa, paso, dato):

u
Z

v

[dato]
[dato]
[dato]

for j in range(l,len(t)+1):

auxZ = ul[0]+(pasox*alfa)*sumablog(u, j-1, alfa)
Z.append (float (auxZ))

auxu = u[0]+sumaalog(u, j-1, alfa, paso)
+(pasox**alfa)*(log(Z[jl, r, K, E))/gamma(alfa+2)
u.append (float (auxu))

auxv = v[0]+sumaalog(v, j-1, alfa, paso)
+(pasox**xalfa)*(log(uljl, r, K, E))/gamma(alfa+2)
v.append (float (auxv))

return v

. Método de Adams fraccionario para las ecuaciones logisticas fraccionarias con efecto

Allee (3.3) y (3.4).

import numpy as np

from math importx*

from scipy.special import gamma

#### PARAMETROS

alfa =
r
K
E

0.5

0.5 #tasa de crecimiento
10 #capacidad de carga

1 #tasa de cosecha

m = 1 # umbral de Alle

paso =

0.05

T = 25 #tiempo final

x0 = 0.1 #Condicion inicial

t = np.arange(0, T+paso, paso) #Vector de tiempos

###### FUNCIONES



o1 def allee(x, r, K, E, m):

292

def

def

def

return r*x*(1-(x/K))*(x-m)-Ex*xx

sumaaallee(u, n, alfa, paso):

a =

—(Il—

for

[((pasox*alfa)/gamma(alfa+2))*((n*x*x(alfa+1))
alfa)*(n+1)**xalfa)l

j in range(2,n+2):

aux=((paso**xalfa)/gamma (alfa+2))
*((n-(j-1)+2) **x(alfa+1) -2*(n-(j-1) +1) *x(alfa+1)
+(n-(j-1))**x(alfa+1))

a.append(float (aux))

a.append(float (1.0))

sumaaallee = 0

for

j in range(O,n+1):

sumaaallee += a[jl*allee(uljl, r, K, E, m)

return sumaaallee

sumaballee(u, n, alfa):

sumaballee = 0

bb

for

(]
j in range(1,n+2):
auxbb = (1/gamma(alfa+1))*((n-(j-1)+1)*x*alfa
-(n-(j-1))**alfa)
bb.append (float (auxbb))
sumaballee += bb[j-1]l*allee(ul[j-1], r, K, E, m)

return sumaballee

Sol_

u =
Z

v

for

Adams_allee(alfa, paso, dato):

[dato]

[dato]

[dato]

j in range(1l,len(t)+1):

auxZ = ul[0]+(paso**xalfa)*sumaballee(u, j-1, alfa)
Z.append(float (auxZ))

auxu = ul[0]+sumaaallee(u, j-1, alfa, paso)
+(pasox**xalfa)x*(allee(Z[jl, r, K, E, m))/gamma(alfa+2)
u.append (float (auxu))

auxv = v[0]+sumaaallee(v, j-1, alfa, paso)
+(paso**alfa)*(allee(uljl, r, K, E, m))/gamma(alfa+2)
v.append (float (auxv))

return v
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Cadigos de la Seccién 4.3

4.

Poblacién éptima solucién del problema clasico (4.1) y cosecha 6ptima utilizando el

Teorema del camino mas cercano y céalculo de la ganancia cldsica usando sumas de

Riemann.

import numpy as np

from math importx*

#### PARAMETROS

r=0.71 #Tasa de nacimiento

delta=0.01 #Tasa de descuento

K=80.5 #Capacidad de carga

hmin=10 #Cosecha minima

hmax=20 #Cosecha maxima

tmin=0.232235 #Tiempo minimo del teorema del camino mas cercano
tmax=9.8678 #Tiempo maximo del teorema del camino mas cercano
x0=38.6896 #Condicion inicial

5 x10=K/2 #Condicion final

xopt=(K/2)*(1-delta/r) #X optimo de la Euler-Lagrange
hopt=r*xopt*(1-(xopt/K)) #H optimo de la Euler-Lagrange
b=10 #Final del intervalo de tiempo

paso=0.1

t = np.arange(0, 10.1, 0.1) #Arreglo de 0 a 10 con paso 0.1

#### X OPTIMO CLASICO UTILIZANDO METODO DEL CAMINO MAS CERCANO
x = []

for i in t:

if i==
x.append (float (x0))

elif i1 < tmin:
aux=(20.9703+62.3013*exp (0.388979%1))/(1.1523
+exp (0.388979%1i))
x.append (float (aux))

elif i > tmin and i < tmax:
x.append (float (xopt))

else:



2 ####

h =

for

HHHH

aux=(889.931+62.3013*exp (0.388979%1i))/(48.9008
+exp (0.388979%1i))
x.append (float (aux))

H OPTIMO CLASICO UTILIZANDO METODO DEL CAMINO MAS CERCANO
(]

i in t:
if i < tmin:
h.append (float (hmin))
elif 1 > tmin and i < tmax:
h.append(float (hopt))
else:

h.append(float (hmin))

GANANCIA

# Aca calculamos la integral ganancia usando sumas de Riemann

sumai = O #considerando extremos izquierdos
sumad = 0 #considerando extremos derechos
ssuma = 0 #considerando semisuma

2 for j in range(0,len(t)-1):

sumai += exp(-deltax*t[jl)*h[jl*paso
sumad += exp(-deltaxt[j+1])*h[j+1]*paso
ssuma += exp(-deltax(t[jl+t[j+1]1)/2)*(h[jl+h[j+1])*paso/2

. Poblacién éptima, solucién del problema fraccionario (4.10) utilizando la ecuacién de

Euler-Lagrange C-C, cosecha 6ptima asociada, poblaciéon éptima solucion, utilizando

la ecuacién de Euler-Lagrange C-RL y cédlculo de las ganancias fraccionarias usando

sumas de Riemann.

impo
from
from

from

##H#

rt numpy as np
math importx*
mittag_leffler import ml, ml_

scipy.special import gamma

PARAMETROS
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alfa=0.6 #0rden fraccionario

delta=0.01 #Tasa de descuento

r=0.71 #Tasa de nacimiento

K=80.5 #Capacidad de carga

hmin=10 #Cosecha minima

hmax=20 #Cosecha maxima

x0=38.6896 #Condicion imnicial

x10=K/2 #Condicion final

xopt=39.6831 #X optimo de la Euler-Lagrange
hopt=14.2859 #H optimo de la Euler-Lagrange
b=T=10 #Final del intervalo de tiempo
paso=0.1

t = np.arange(0, 10+paso, paso) #Arreglo de O a 10 con paso 0.1

#### X OPTIMO FRACCIONARIO CAPUTO

s x = []

def optimocaputo(K,b,t,alfa,r,delta):
return (K/2)*(1-((delta/r)*((b-t)**(1-alfa))
xexp(delta*t-deltax*b)*ml_(deltax(b-t), 1, 2-alfa, 1)))

for i in t:
aux = optimocaputo(K,b,i,alfa,r,delta)

x.append (float (aux))

#### H OPTIMO FRACCIONARIO CAPUTO
h = []
Dx = [] #Derivada de X optima

def funcion(t,T,alfa,K,r,delta):
return (T-t)**(l1-alfa)*exp(-delta*(T-t))
*ml_(delta*(T-t),1,2-alfa,1)

; def coef (k,paso,alfa):

return ((pasox*(-alfa))/gamma(2-alfa))*((k+1)x*x(1-alfa)
-(k**x(1-alfa)))
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# Metodo L1 para calcular la derivada de Caputo de x
p = [0]
suma = 0
for j in range(l,len(t)):
for k in range(0,j):
suma += coef (j-k-1,paso,alfa)
*(funcion(t[k+1],T,alfa,K,r,delta)
-funcion(t[k],T,alfa,K,r,delta))
p.append (float (suma))

suma = 0

for j in range(len(t)):
aux = (r*x[jI*(1-(x[jl/K)))+delta*(K/(2*r))*p[j]
h.append(float (aux))
aux2 = -delta*(K/(2*r))*p[j] #Esta es la derivada sola
Dx.append (float (aux2))

#### GANANCIA

# Aca calculamos la integral ganancia usando sumas de Riemann

sumai = 0 #considerando extremos izquierdos

sumad O #considerando extremos derechos

ssuma = 0 #considerando semisuma

for j in range(0,len(t)-1):
sumai += exp(-delta*t[jl)*h[j]l*paso
sumad += exp(-delta*t[j+1])*h[j+1]*paso
ssuma += exp(-deltax(t[jl+t[j+1]1)/2)*(h[jl+h([j+1])*paso/2

##### X OPTIMO RIEMANN-LIOUVILLE

def optimoriemann(K,b,t,alfa,r,delta):

return (K/2)*(1-((((b-t)**(-alfa))/r)
xexp (delta*t-delta*b)*ml_(delta*x(b-t), 1, 1-alfa, 1)))

. Poblaciones de las ecuaciones logisticas del problema clasico (4.1) y fraccionario

(4.10) sin considerar cosecha, utilizando método de Adams fraccionario.

import numpy as np
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from math importx*

from scipy.special import gamma

#### PARAMETROS

alfa = 0.6 #0rden fraccionario
r = 0.71 #Tasa de crecimiento
K = 80.5 #Capacidad de carga
paso = 0.1

T = 10 #Final del intervalo
x0=38.6896 #Condicion inicial

t = np.arange (0, T+paso, paso) #Vector de tiempos

#### FUNCIONES

def sumaalog(u, n, alfa, paso):

a = [((pasox**xalfa)/gamma(alfa+2))*((n**x(alfa+1))

-(n-alfa)*(n+1)**xalfa)]

for j in range(2,n+2):
aux=((pasox**xalfa)/gamma(alfa+2))*((n-(j-1)+2) **x(alfa+1)
-2x(n-(j-1)+1) **x(alfa+1)+(n-(j-1)) **x(alfa+1))
a.append(float (aux))

a.append(float (1.0))

sumaalog = 0

for j in range(O,n+1):
sumaalog += al[jl*sollog(uljl, r, K)

return sumaalog

def sollog(x, r, K):

return r*xx*(1-(x/K))

def sumablog(u, n, alfa):

sumablog = 0

bb = []

for j in range(1l,n+2):
auxbb = (1/gamma(alfa+1))*((n-(j-1)+1)**alfa
-(n-(j-1))**xalfa)
bb.append(float (auxbb))
sumablog += bb[j-1]*sollog(ulj-1]1, r, K)

return sumablog
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def Sol_Adams_sollog(alfa, paso, dato):
u = [dato]

[dato]

v = [dato]

for j in range(l,len(t)+1):

N
]

auxZ = ul[0]+(paso**xalfa)*sumablog(u, j-1, alfa)
Z.append(float (auxZ))

auxu = ul[0]+sumaalog(u, j-1, alfa, paso)
+(pasox**xalfa)*(sollog(Z[jl, r, K))/gamma(alfa+2)
u.append (float (auxu))

auxv = v[0]+sumaalog(v, j-1, alfa, paso)
+(pasox**alfa)*(sollog(uljl, r, K))/gamma(alfa+2)
v.append (float (auxv))

return v

. Poblacién éptima del problema (4.35).

import numpy as np
from math importx*

from scipy.special import gamma

#### PARAMETROS

s alfa = 0.6 #0rden fraccionario

rr = 0.71 #Tasa de crecimiento

g K = 80.5 #Capacidad de carga

paso = 0.05

T = 10 #Tiempo final

x0=38.6896 #Condicion imnicial

delta=0.01 #Coeficiente de descuento

3 xopt=(K/2)*(1-delta/r) #X optimo de la Euler-Lagrange
hopt=r*xopt*(1-(xopt/K)) #H optimo de la Euler-Lagrange

t = np.arange(0, T+paso, paso) #Vector de tiempos

#### FUNCIONES

def sollogcosecha(x, r, K, hopt):
return r*x*(1-(x/K))-hopt

def sumaalog(u, n, alfa, paso):
a = [((paso**xalfa)/gamma(alfa+2))*((n**x(alfa+1))
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def

def

-(n-alfa)*(n+1) **xalfa)]

for j in range(2,n+2):

aux=((pasox**alfa)/gamma(alfa+2))*((n-(j-1)+2) **x(alfa+1)

-2x(n-(j-1)+1) *x*(alfa+1)+(n-(j-1))**x(alfa+1))
a.append(float (aux))

a.append(float (1.0))

sumaalog = 0

for j in range(O,n+1):
sumaalog += al[jl*sollogcosecha(ul[j]l, r, K, hopt)

return sumaalog

sumablog(u, n, alfa):
sumablog = 0
bb = []
for j in range(1l,n+2):
auxbb = (1/gamma(alfa+1))*((n-(j-1)+1)*x*alfa
-(n-(j-1))**alfa)
bb.append (float (auxbb))
sumablog += bb[j-1]*sollogcosecha(ul[j-1], r, K, hopt)

return sumablog

Sol_Adams_sollogcosecha(alfa, paso, dato, hopt):
u = [dato]

Z [dato]

v [dato]

for j in range(l,len(t)+1):

auxZ = ul[0]+(pasox**alfa)*sumablog(u, j-1, alfa)
Z.append(float (auxZ))

auxu = ul[0]+sumaalog(u, j-1, alfa, paso)
+(pasox**xalfa)*(sollogcosecha(Z[j]l, r, K, hopt))
/gamma (alfa+2)

u.append (float (auxu))

auxv = v[0]+sumaalog(v, j-1, alfa, paso)
+(paso**xalfa)*(sollogcosecha(ulj]l, r, K, hopt))
/gamma (alfa+2)

v.append (float (auxv))

return v
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Cddigos de la Seccién 5.2 y la Secciéon 5.3

. Soluciones del problema variacional (5.6) mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange

fraccionarias C-RL y C-C, célculo de las integrales y aproximacién de las mismas

soluciones mediante el método numérico de tipo L.
import numpy as np
from math importx*

from scipy.special import gamma

from time import time

tiempo_inicial = time()#para medir tiempo de demora del programa

#### PARAMETROS

alpha = 0.95
pasos = 200
paso = 1/pasos

#### FUNCION PARA SOLUCION EXACTA C-RL

def solexact(x, alpha):
y=(-1/(2*gamma (3-alpha)))*(1-x)**(2-alpha)
+(1-(1/(2*xgamma (3-alpha))))*x+1/(2*xgamma (3-alpha))

return y

#### FUNCION PARA SOLUCION EXACTA C-C
def solexactCC(x):

y=x

return y

#### SOLUCIONES EXACTAS DEL PROBLEMA
E = [0] #C-RL
F= [0] #C-C
t = np.arange(0, l+paso, paso) #Arreglo de 0 a 1
for i in range(1l,pasos+1):
aux = solexact(t[i], alpha)
E.append(float (aux))
auxc = solexactCC(t[il)

F.append (float (auxc))
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66

67

68

69

#### INTEGRALES

#A continuacion realizaremos programas para calcular la

#derivada alfa de Caputo de xC y de E, para asi estimar las

#integrales

def coef (k,paso,alpha):

return (paso**(-alpha)*((k+1)**(1-alpha)-(k**(1-alpha))))

/gamma (2-alpha)

#VECTOR DERIVADA DE CAPUTO DE SOLUCION C-RL (E)
#Usaremos metodo L1
RL= []

sumaRL = 0

for j in range(0,len(t)):
for k in range(0,j):
sumaRL += coef (j-k-1,paso,alpha)*(E[k+1]-E[k])
RL.append (float (sumaRL))

sumaRL = 0

#VECTOR DERIVADA DE CAPUTO DE SOLUCION C-C (F)
cc= (1

2 for j in range(0,len(t)):

aux = (gamma(2)/gamma(2-alpha))*t[jl**x(1-alpha)
CC.append(float (aux))

#Ahora haremos suma de Riemann para las integrales
IE=[] # integrando con la E
IF=[] # integrando con la xF

for i in range(len(t)):
auxIE=RL[i]-((((2-alpha)/(2*gamma(3-alpha)))
x*(1-t[i]) **x(1-alpha) +(1-(1/(2*gamma (3-alpha))))) **2)
IE. append (float (auxIE))
auxIF=CC[i]-1
IF.append(float (auxIF))

#Integrales

130



79 sumalE=0 #valor de la integral de la solucion C-RL
g0 sumalF=0 #valor de la integral de la solucion C-C
81

s2 for i in range(len(t)-1):

83 sumalE+=((IE[i+1]+IE[i]) /2) *paso

84 sumalF+=((IF[i+1]+IF[i]) /2) *paso

g7 #### METODO DE TIPO L1 PARA PROBLEMA VARIACIONAL MIXTO EJEMPLO 1

go # Matriz A

90 def matrizl(n):

91 A = np.zeros((n-1, n-1)) #el primer valor y el ultimo
92 #valor son datos

93 for i in range(0,n-1):

94 for j in range(O,n-1):

95 if (j==i—1) or (j==i+1):

96 A[i,j]=2

97 elif j==i:

98 Ali,jl=-4
99 else:

100 Ali,jl=0

101 return A

102

103 # Vector b

10« def coef (k,paso,alpha):

105 if k==-1:

106 z =0

107 else:

108 z = ((paso**(-alpha))/gamma(2-alpha))
109 *((k+1) **x(1-alpha) -(k**(1-alpha)))

110 return 2z

111

112

113 def vectorl(m):

114 b = []

115 for i in range(n-2):

116 aux=-(paso**2) *coef (n-i-1, paso, alpha)
117 b.append(float (aux))

118 aux=-(pasox**2) *coef (1, paso, alpha)-2

119 b.append(float (aux))

120 return b
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127

128

129

130

131

132

133

138

139

140

141

148

149

150

151

Resultado de Ax=b

matrizl (pasos)

vectorl (pasos)

inv = np.linalg.inv(A)

< = T = #®
1]

= A_inv @ b #inversa de A por b

# Solucion aproximada del problema
#(agregandole la condicion inicial y final)
Y = [o0]
for i in range(l,pasos+1):
if i==(pasos):
Y.append (float (1))
else:
Y.append (float (X[i-11))

# Error

Resta = [0]

for i in range(1l,pasos+1):
aux = E[i]-Y[i]
Resta.append(float (aux))

error = np.linalg.norm(Resta, np.inf)
tiempo_final = time ()
7 tiempo_ejecucion = tiempo_final - tiempo_inicial

#tiempo que demora el programa
#print (’?)
#print (’El tiempo de ejecucion fue:’,tiempo_ejecucion )

#En segundos

Soluciones del problema variacional (5.15) mediante las ecuaciones de
Euler-Lagrange fraccionarias C-RL y C-C, calculo de las integrales y aproximacion

de las mismas soluciones mediante el método numérico de tipo L;.

import numpy as np

from math importx*

from scipy.special import gamma

import scipy.special as sc #Para usar la hipergeometrica
#como sc.hyp2fi(a,b,c,z)

from time import time
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tiempo_inicial = time() #para medir tiempo de demora del programa

#### PARAMETROS
alpha=0.95
pasos = 640

paso = 1/pasos

7 ####FUNCION PARA SOLUCION EXACTA C-RL

def SRL(x,alpha):

y=(12*%(x**alpha/(gamma (alpha+1) *x*2))
xsc.hyp2f1(1,-alpha,l+alpha,x)) -((6/((gamma (alpha+1) *x*2)
xsc.hyp2f1(1,1-alpha,l+alpha,1)))*x*x*(alpha)

*sc.hyp2f1(1,1-alpha,l+alpha,x))

return y

####FUNCION PARA SOLUCION EXACTA C-C

- def SCC(x,alpha):
y=12*(x**alpha/(gamma (alpha+1) **2))
xsc.hyp2f1(1,-alpha,i+alpha,x)-((6/(gamma(alpha+1) **2))

xx** (alpha))

return y
####FUNCION PARA SOLUCION CLASICA
def SE(x, alpha):

y=—6*x**2+6*x

return y

####SOLUCIONES EXACTAS DEL PROBLEMA

t = np.arange(0, 1l+paso, paso) #Arreglo de 0O a 1 espaciado con paso

xC = []
xRL = []
5 xE = [] #solucion clasica

for i in t:
aux = SCC(i,alpha)



60

90

xC.append (float (aux))
aux =SRL(i,alpha)

xRL . append (float (aux))
aux = SE(i,alpha)
xE.append(float (aux))

#### INTEGRALES
#A continuacion realizaremos programas para calcular la derivada
#alfa de Caputo de xC y de xRL y xC, para asi estimar las

#integrales

def coef (k,paso,alfa):
return (pasox*(-alfa)*((k+1)**x(l-alfa)-(k*x*x(l-alfa))))
/gamma (2-alfa)

#VECTORES DERIVADAS DE CAPUTO DE LAS SOLUCIONES C-RL Y C-C

#usaremos metodo L1

CC = [] #vector derivada de Caputo de xC
RL= [] #vector derivada de Caputo de =xRL
sumaCC = 0
sumaRL = 0

for j in range(0,len(t)):

for k in range(0,j):
sumaCC += coef (j-k-1,paso,alpha)*(xC[k+1]-xC[k])
sumaRL += coef (j-k-1,paso,alpha)*(xRL[k+1]-xRL[k])

CC.append(float (sumaCC))

RL.append(float (sumaRL))

print (sumaCC, sumaRL)

sumaCC = 0

sumaRL = 0

#Ahora haremos suma de Riemann para las integrales

; E=[] # integrando con la xC
7 F=[] # integrando con la xRL

s G=[] # integrando clasico

for i in range(len(t)):
auxE=(CC[i]**2) -24*xC[i]
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99

101

102

103

104

E.append (float (auxE))
auxF=(RL[1i]**2) -24*xRL [i]
F.append(float (auxF))
auxG=(-12%t [1]1+6) **2-24*xE[i]
G.append(float (auxG))

7 #Integrales

: sumaE=0

sumaF=0

sumaG=0

for i in range(len(t)-1):

sumaE+=((E[i+1]+E[i]) /2) *paso
sumaF+=((F[i+1]+F[i]) /2) *paso
sumaG+=((G[i+1]1+G[i]) /2) *paso

¢ ####METODO DE TIPO L1 PARA PROBLEMAS VARIACIONALES MIXTOS

# Matriz A

def

def

coef (k,paso,alpha):

if k==-1:
z =0

else:
z = ((pasox**(-alpha))/gamma(2-alpha))
*((k+1) **x(1-alpha) -(k**x(1-alpha)))

return 2z

matriz2(n):
restasb = []
for i in range(n):
aux=coef (i,paso,alpha)-coef (i-1,paso,alpha)
restasb.append (float (aux))
L=np.zeros ((n-1, n-1))
M = np.zeros((n-1, n-1))#Matriz diagonal de L
for i in range(n-1):
suma = 0
for d in range(i+1):
for 1 in range(O,n-i):
suma += restasb[l+d]*restasb[1]
L[i,i-d] = suma

suma=0
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133 M[i,il= L[i,il
134 A=L+np.transpose (L) -M

135 return A

137 # Vector b
138 def vector2(n):
139 b = []

140 for i in range(n-1):

141 aux=12
142 b.append (float (aux))
143 return b

144

145 # Resultado de Ax=b
146 A
147 b
148 A\_inv = np.linalg.inv(A)

matriz2 (pasos)

vector2 (pasos)

140 X = A\_inv @ b #inversa de A por b

152 # Solucion aproximada del problema

153 # (agregandole la condicion inicial y final)
154 Y = [0]

155 for i in range (1,pasos+1):

156 if i==(pasos):

157 Y.append (float (0))

158 else:

159 Y.append (float (X[i-1]1))

161 # Error

12 Resta = [0]

163 RestaCC = [0]

164 for 1 in range(1l,pasos+1):

165 aux = xRL[i]-Y[il]

166 Resta.append(float (aux))

167 aux = xC[i]l-Y[i]

168 RestaCC.append(float (aux))

160 error = np.linalg.norm(Resta, np.inf)

170 errorCC = np.linalg.norm(RestaCC, np.inf)

173 tiempo_final = time ()

174 tiempo_ejecucion = tiempo_final - tiempo_inicial
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175 # Tiempo que demora el programa
176 print ()

177 print (’El tiempo de ejecucion fue:’,tiempo_ejecucion) #En segundos
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