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TRABAJOS PRACTICOS

Caminos y ciclos con pares prohibidos

Para un grafo o digrafo dado, cuyo conjunto de vértices es V', decimos que una
coleccion de pares prohibidos es un subconjunto 7 de {(u,v) € V. xV :u # v}, y
decimos que un conjunto S C V' (que puede definir una estructura como caminos o
ciclos) es 7 -admisible cuando contiene a lo sumo un vértice de cada par prohibido
(es decir, no se puede dar que u € S'y v € S al mismo tiempo, para todo (u,v) de
). Considere los siguientes 3 problemas:

Problema del camino dirigido con pares prohibidos (DPFP)

Entrada: un digrafo D = (V, A), vértices s,t € V tales que existe un st-camino
dirigido en D, y una coleccién de pares prohibidos 7.
Pregunta: jexiste un st-camino dirigido de D .7 -admisible?

Problema del camino no dirigido con pares prohibidos (UPFP)

Entrada: un grafo G = (V, E), vértices s,t € V tales que existe un st-camino en G,
y una colecciéon de pares prohibidos 7.
Pregunta: jexiste un st-camino de G .7 -admisible?

Problema del ciclo impar con pares prohibidos (OCFP)

Entrada: un grafo G = (V, E') y una coleccién de pares prohibidos 7.
Pregunta: jexiste un ciclo impar sin cuerdas (también denominado agujero impar)
J -admisible?

Sabiendo que DPFP es N'P-completo, demuestre que UPFP y OCFP son NP-
completos también. Para ello, reduzca polinomialmente DPFP a UPFP y luego
UPFP a OCFP (Sugerencia: ver [EDGE, pag. 58]).
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Coloreos aditivos orientados

Dado un digrafo D = (V, A), un k-coloreo aditivo orientado de D es una asig-
nacién f:V — {1,...,k} tal que, para todo arco (u,v) € A, la suma de los valores
asignados por f a los vecinos de u es inferior a la suma de los valores asignados a
los vecinos de v, es decir, si N(v) = N*(v)UN~(v), para todo (u,v) € A se verifica
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Dado k& > 1, definimos el siguiente problema:

Problema del k-coloreo aditivo orientado (PECAQ)

Entrada: un digrafo D = (V, A).
Pregunta: jexiste un k-coloreo aditivo orientado de D?

1.

Pruebe que si D tiene un circuito dirigido, entonces D no tiene k-coloreo aditivo orientado
para ningun k.

Demuestre que el siguiente digrafo, a pesar de ser aciclico, no tiene un k-coloreo aditivo

orientado para ningun k.
°
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Pruebe que D = (V, A) tiene un 1-coloreo aditivo orientado si y sélo si para todo (u,v) €
A, d(u) < d(v) (donde d(v) es el grado de v).

Pruebe PnCAO € P en Digrafos Completos de n vértices.

Observacion: un digrafo se dice completo si su grafo subyacente es completo.

Dada ¢ € Bj una instancia de 3-SAT* con clausulas C' = {cy,...,¢,} y variables X =
{z1,...,2,}, construimos el digrafo D(®) de la siguiente manera: por cada clausula ¢; € C
construir el digrafo A; y por cada variable x; € X construir el digrafo R; (ver ambos en
la siguiente pagina). Luego, para cada cldusula ¢; =y V 2z Vw con y, z,w € By, agregar
los arcos (¢j,y), (¢, 2), (¢;,w).

En la figura también se muestra, a modo de ejemplo, D(®), donde ® = (z1 V ~z V ~23) A (21 V2 V 23).

a) Demuestre que si D(®) admite un 2-coloreo aditivo orientado f entonces

1) f(z;) + f(—x;) > 3, para todo z; € X.
2) f(y)+ f(z)+ f(w) <5, para todo ¢; =y VzVw e C.

b) Demuestre que si ® es satisfactible, D(®) admite un 2-coloreo aditivo orientado.
Sugerencia: Utilice la transformacion de 3-SAT* a P2CAO definida a partir de la
construccién D. Considere que una variable z; es verdadera cuando f(z;) = 1y falsa
cuando f(—z;) = 1. En el caso en que f(x;) = f(—x;) = 2 considere que la variable
puede asumir cualquier valor de verdad.



c¢) Utilice los resultados de (a) y (b) para probar que P2CAO en Digrafos Bipartitos es
N P-completo.
Sugerencia: Para probar la biparticién del grafo subyacente de D(®), pruebe primero
que si H(G) son los vértices de grado 1 de un grafo G dado, entonces: G — H(G)
bipartito = G bipartito (jes vélida la reciproca?)

6. [Opcional] Se sabe que el siguiente problema es polinomial:

Problema de factibilidad de un sistema de desigualdades lineales (PFSDL)
Entrada: una matriz A € R™*™ y un vector b € R™.
Pregunta: jexiste una solucién z € R” tal que Ax < b7

Consideremos el siguiente problema:

Problema de la existencia de coloreo aditivo orientado (PECAO)

Entrada: un digrafo D = (V, A).

Pregunta: jexiste un k-coloreo aditivo orientado de D para algin k?

Pruebe que PECAO puede reducirse polinomialmente a PFSDL y, por ende, PECAO€P.
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