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PrRACTICA N° 3

1. El algoritmo de Kruskal se utiliza para hallar un drbol generador de costo minimo de un

grafo.

Dado G = (V, E) y ¢ € Z”, el algoritmo comienza inicializando H = (V, F) con F = )
e indexando los arcos de G de forma que E = {ej,es,...,e,} verifique c., < c.,,, para
todoi=1...,m — 1. Luego, para cada ¢ = 1,...,m, hace:

Si los extremos de e; estan en distintas componentes conexas de H, entonces F' < F U {e; }.

Utilice el algoritmo de Kruskal para encontrar un arbol generador minimo de la instancia
G = (V,E)ic, con V = {1,2,3,4,5,6}, B = {(1,2),(1,3), (1,4), (1,5), (2.3), (2,6), (3.4).
(3,5),(4,5),(4,6),(5,6)} y ¢ = (8,18,20,23, 12,30, 15,30,3,7,9). Compruebe sus itera-
ciones con la rutina de Scilab http://www.fceia.unr.edu.ar/~daniel/0C/kruskal.sci

Ayuda para ejecutar kruskal:

exec(’kruskal.sci’,-1)

G(1,:) =[11112233445];
G(2,:) = [23453645566];
costos = [8 18 20 23 12 30 15 30 3 7 9];

[F, valor] = kruskal(G, costos)

2. Sea G = (V, E) un grafo.

a) Pruebe que,siS=FEeZ ={J CS:Jesbosque de G}, (S,Z) es una matroide.
b) Pruebe que si G es conexo, todo bosque maximal es un arbol.

¢) Pruebe que el Problema del Arbol Generador Minimo se puede reducir al Problema
del Bosque de Peso Mdximo.

d) Recordando que el algoritmo goloso resuelve correctamente el Problema de Conjunto
Independiente de Costo Mdaximo sobre toda matroide y utilizando los items anterio-
res, pruebe que el algoritmo de Kruskal resuelve correctamente el Problema del Arbol
Generador Minimo.

3. Determine el orden de complejidad del algoritmo de Kruskal sobre una instancia G' =
(V,E) con |V| =mn, |E| =m, y ¢ € RF. Recuerde que el orden de complejidad estd aso-
ciado al peor caso y tenga en cuenta las observaciones siguientes.

Observaciones: La mejor implementacién de Kruskal utiliza una representacién de los
datos que permite realizar cada operacién con la siguiente complejidad:



Descripcion de la operacion Cant. oper. elementales
1) Ordenar los arcos de E segiin su costo Cimlogm

2) Inicializar H = (V, F') con F vacio Con

3) Verificar si dos vértices dados pertenecen a | Cj

la misma componente en H
4) Agregar una arista (u,v) a F' tal que v € V; | Cymin{|V4],|V5|}
y v € Vo donde V; y V5 son diferentes
componentes conexas en H

donde C, Cs, C3 y Cy son constantes.

De esta manera, el peor caso para el algoritmo de Kruskal se daria cuando, en cada
iteracion en la que se agrega un arco, la componente conexa de H de menor cardinal es
lo mas grande posible. Observar que Kruskal agrega un arco en n — 1 iteraciones de las m
que realiza y que en la i-ésima iteracion en que agrega un arco, el grafo H tiene n — ¢+ 1
componentes conexas.

= Pruebe que en un grafo con n vértices y k componentes conexas, la componente de

menor cardinalidad tiene a lo sumo L%J vértices.

= Para el orden de la complejidad del peor caso utilice la siguiente propiedad:
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4. Pruebe que las siguientes estructuras (S,Z) son matroides:

a) Subconjuntos de columnas Li.: Sea A € R™" § = {l,....n} eZ ={J C S :
las columnas indexadas por los elementos de J son Li.}.

b) Uniforme: Sea k € N, & un conjunto finitoe Z ={J C S : |J| < k}.

5. Considere un grafo bipartito G = (V3 U Vs, E), es decir £ C V; x V4.

a) Pruebe que si S = E e Iy = {J C E : J es un matching de G} entonces (S,Zy) es
un sistema independiente pero no un matroide.

b) Sea S = E. Pruebe que, para i = 1,2, si
Z,={J C E:cada v € V; es incidente en a lo sumo un arco de J},

(S,Z;) es una matroide.
¢) Pruebe que I, = 7, N Z,.

6. Sea un grafo G = (V, E) y un conjunto M C E. Pruebe que M es un matching de G siy
sélo si M es un estable de L(G).

7. Se dice que una propiedad & sobre grafos es hereditaria (por subgrafos inducidos por
nodos) si para cualquier grafo G que satisface &, todo subgrafo inducido por nodos de
G también satisface &2. Determine cudles de las siguientes propiedades son hereditarias:
a) G es bipartito
b) G es planar



8.

9.

10.

c) G es grafo de linea

)
d) G tiene un circuito euleriano
e) G tiene un circuito hamiltoniano
)
)

G tiene un k-coloreo

f

g) G tiene un matching perfecto.

En Teoria de Grafos es usual trabajar con familias definidas de la forma
G = {G : G es un grafo con la propiedad Z7}.

Si no se conocen algoritmos polinomiales que permitan decidir si un grafo cualquiera
tiene o no dicha propiedad, se trabaja en la determinacion de condiciones suficientes y
de condiciones necesarias para que un grafo pertenezca a G. Cuando & es una propiedad
hereditaria, una de las lineas de abordaje es la identificacion de subgrafos prohibidos.

Decimos que G es minimamente no & si G ¢ G y, para todo v € V(G), G\{v} € G.

a) Pruebe que G € G si y sélo si G no contiene como subgrafo inducido ningin grafo
minimamente no .
Observacion: Por esta propiedad, los grafos minimamente no & se denominan sub-

grafos prohibidos de G.
b) {Cudles son los subgrafos prohibidos de los grafos bipartitos? Justifique.

Considere la siguiente lista de grafos:

a) Pruebe que, en todo grafo de linea, sus aristas pueden ser particionadas en subgrafos
completos de modo tal que todo nodo pertenece a lo sumo a dos subgrafos completos.

b) Elija dos grafos de esta familia, uno de 5 vértices y otro de 6 y pruebe que son
minimamente no de linea.

Observacion: Se sabe que los grafos de la lista son todos los subgrafos prohibidos de los
grafos de linea [GC, pag. 110].

Opcional: Para las operaciones (2), (3) y (4) en las observaciones del Ejercicio 3, escriba
un procedimiento en términos de operaciones elementales que satisfaga las cantidades
dadas en la tabla.

Sugerencia: Represente las componentes conexas del grafo H = (V,F) mediante una
matriz A = (a;;) € R**" de la siguiente forma:
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= a1, indica el primer elemento de la componente en que se encuentra v,

= a9, indica la cantidad de elementos de dicha componente en caso de que v sea el
primero de ella, o un valor indefinido (—) en caso contrario,

® a3, indica el siguiente elemento en la componente, o cero en caso que v sea el ultimo.

Por ejemplo, una representacién posible para la particién de los vértices {1,...,8} en las
componentes conexas {1,6,3}, {5,2}, {4, 7}, {8} es la siguiente:
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Entonces, por ejemplo en la operacion (3), para saber si los vértices 3 y 5 pertenecen a
diferentes componentes, basta con verificar que a3 # a;5.

Bibligrafia:

[LCO] W. Cook, W. Cunningham, W. Pulleyblank A. Schrijver. Combinatorial Optimization. Wiley-Interscience.

[GC] Andreas Brandstddt, Van Bang Le, Jeremy P. Spinrad. Graph classes: a survey. SIAM monographs
on discrete mathematics and applications, 1999.



