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PRACTICA N° 1: TEORIA DE GRAFOS

En esta practica asumimos que todos los grafos son simples (sin lazos ni aristas
multiples).

1. a) Probar que para todo grafo G, 3, .y d(v) = 2.[E(G)|, donde con d(v) notamos el
grado de v.
b) Demostrar que en todo grafo, la cantidad de vértices de grado impar de todo grafo
es par.
2. Sea G un grafo y G su complemento.
a) Si G es isomorfo a G, icudl es el cardinal de E(G)? Mostrar que dos grafos G y H
son isomorfos si y solo si G y H son isomorfos.

b) Determinar todos los grafos no isomorfos con conjunto de vértices {1,2,3,4}.
3. Determinar la cantidad de matchings perfectos en un grafo completo de 2n vértices.

4. Sea G el grafo que posee como conjunto de vértices a todos los subconjuntos de cardinal
2 del conjunto {1,2,3,4,5} y dos vértices son adyacentes si y sélo si los respectivos
subconjuntos son disjuntos. Probar que G es isomorfo al grafo de Petersen, definido en
[LMDC, pég. 545, figura 11.24(a)].

5. Sea G = (V, E). Probar que las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) G es un arbol,

)

b) |E|=|V|—1y G es conexo,

c) |[E| =|V]—1y G es aciclico.
)

6. a) Sea G" el grafo con n componentes conexas, cada una de ellas isomorfa a K.

;,Cuéntos estables maximales tiene G™?
b) Probar que existen grafos para los cuales el nimero de cliques maximales es de orden

exponencial respecto al nimero de vértices.

7. Determinar un estable, una clique y un l-empaquetamiento de cardinales maximos para
el grafo de Petersen y para el siguiente grafo:



10.

11.

12.

13.

a) Probar que un conjunto estable y una clique comparten a lo sumo un vértice.

b) Probar que un conjunto de vértices S es estable y dominante de G si y sélo si S es
estable maximal de G.

¢) Demostrar que el nimero de estabilidad de un grafo es una cota superior de su
nimero de dominacion.

a) Probar que si M y M’ son matchings de G entonces toda componente conexa del
grafo G[(M\M') U (M'\M)] es un ciclo par o un camino.

b) Mostrar que todo arbol tiene a lo sumo un matching perfecto.
Sugerencia: Proceder por induccién o usar el item (a).

La distancia entre 2 vértices u y v, d(u,v), es la cantidad de arcos del camino més corto
entre v y v. El didmetro de un grafo G es max, yev(g) d(u,v). Probar que un grafo de
diametro a lo sumo dos no puede tener un l-empaquetamiento de mas de un elemento.

Demostrar que todo l-empaquetamiento es un conjunto estable, pero no es valida la
reciproca. Mas atn, probar que la diferencia entre los cardinales méaximos de un estable
y un l-empaquetamiento no es acotada. Es decir, para todo niimero natural k, existe un
grafo G donde esa diferencia es al menos k.

Demostrar que 7(G)(A(G) 4+ 1) > n. Probar que esta cota es tan mala como queramos,
i.e. para cada k € N existe un grafo Gy, tal que v(G)(A(G) + 1) > n + k.

Sea S = (v1,vs...,v;) una secuencia de vértices distintos de un grafo G. Decimos que la
secuencia S es legal si

N[Ui]\UN[Uj]?é@, Vi=2.. .k

Analogamente, decimos que S es total legal si

i—1

N(w) \ [ N(v;) #0, Vi=2,.. .k

j=1

El nidmero de dominacion de Grundy, v4-(G), es el tamafio de la secuencia legal de méxima
longitud, mientras que el numero de dominacion de Grundy total, V;T(G), es el tamano de

la secuencia total legal de maxima longitud. Denotamos con S al conjunto {vy, va, ..., v}

a) Pruebe que si D es un conjunto dominante (total) minimo de G, entonces existe una
secuencia legal (total) S de G tal que D = S.

b) Sea S una secuencia legal (total) de maxima longitud de G. Pruebe que S es un
conjunto dominante (total) de G.

¢) Suponga que existen dos vértices u,v de un grafo G que satisfacen N[u| = N|[v]
(se dice que u,v son mellizos verdaderos). Pruebe que v,,(G) = 7, (G — v), donde
G — v representa el grafo luego de borrar el vértice v. Enuncie y pruebe un resultado
similar para el caso “total”.

d) Calcule 7,,(G) y 74,.(G) para los casos en que G es: i) un camino, ii) un ciclo.



14.

15.

16.

17.

Sea G un grafo con |V(G)| = ny |E(G)| = m, y sean A(G) el grado maximo de los
vértices de G, 6(G) el grado minimo de los vértices de G, x(G) el nimero cromético de
G, w(@Q) el tamano de la maxima clique de G, a(G) el cardinal del mayor conjunto estable
de G y 7(G) el cardinal del minimo conjunto dominante de GG. Probar:

a) X(G) < n+1— aG). Caracterizar los grafos que verifican esta desigualdad por
igualdad.

b) Si G es bipartito entonces w(G)a(G) > n. (Es cierta esta desigualdad para grafos
en general?

¢) x(G)a(G) > n. Probar que esta cota es tan mala como queramos, i.e. para cada
k € N existe un grafo Gy, tal que x(G)a(G) > n + k.

)(n = 4(G)) = n.

X(G
X(G) <14+ max{d(G") : G’ C G}. Recordar los grafos color-critico.
X(G

)

)

) ) <i44/2m+1
9) 2\/_ ( ) (@) <n+l.
) n<x < ()"

) Yor(G ) ( )

Una generalizacién del grafo de Petersen es el grafo de Kneser KG(n, k) que, paran > 2k,

tiene por vértices todos los subconjuntos de cardinal £ de un conjunto de cardinal n, y
dos vértices son adyacentes si sus correspondientes subconjuntos son disjuntos.

Y Ygr(G) < —0(G) + 1.

a) Probar que a( KG(n, k) > (7}).
b) Hallar w(KG(n,k)).
Sean Gy H dos grafos simples. Una funcién ¢ : V(G) — V(H) es un homomorfismo de

G en H si ¢(u)p(v) € E(H) para toda uwv € E(G). La notacion G — H significa que
existe un homomorfismo de G en H.

a) Probar que si G es un grafo bipartito entonces G — Kj.

b) Demostrar que x(G) = min{k : G — K}.

¢) Probar que si G — H entonces w(G) < w(H).

d) Demostrar que una funcién ¢ es un homomorfismo de G' en H si y solo si ¢~ 1(I) es
un conjunto estable (independiente) de G para todo estable I de H.

Dados dos grafos G y H, el grafo producto escalar de G y H, notado GLIH se define de
la siguiente forma:

V(GOH) = V(G) x H

E(GDH) = {(gl,h1)<92,h2) . [91 = g2 N hlhz € E(H)] V [hl = hg /\9192 € E(G)]}

a) Probar que si G y H son subgrafos inducidos de GOH.
b) Demostrar que x(GOH) = max{x(G), x(H)}.
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