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PrACTICA N° 3: COMPLEJIDAD DE ALGORITMOS

A los efectos de la resolucion de los ejercicios de esta practica consideramos las
siguientes operaciones como elementales:

= Evaluar una expresion aritmética o booleana.

Inicializar/actualizar una variable.

Leer/modificar una componente de un vector, matriz o lista.

Crear un conjunto vacio.

Obtener un elemento de un conjunto no vacio.

Agregar/quitar /chequear pertenencia de un elemento de un conjunto.

Obtener el cardinal de un conjunto.

También, al referirnos a reducciones de problemas consideramos la siguiente de-
finicién. Dados los problema de optimizacion II; y Iy, decimos que II; se reduce a
II, si existen algoritmos f y h tal que: 1) el algoritmo f lee una instancia de II;
y genera una instancia de Iy, 2) el algoritmo h lee una solucién del problema Il
y genera una solucién del problema II; y 3) si g es un algoritmo que resuelve I,
entonces h o go f es un algoritmo que resuelve II;. El siguiente diagrama explica el
proceso de reduccién:

Inst. 1I; M Sol. 11,
K K
Inst. T, —2— Sol. T,

La complejidad (temporal) de la reduccién se mide sumando la cantidad de opera-
ciones elementales de f y h.

1. Una forma habitual de representar un grafo en una computadora es mediante los conjuntos
con las vecindades de cada vértice. Es decir, representamos G con V(G) = {1,...,n}
mediante una lista de conjuntos de vecindades N(1), ..., N(n). Determine el orden de
complejidad de las siguientes operaciones en términos de n.

a) obtener una arista de G, o contestar que G no tiene aristas,

b) determinar el vértice de mayor grado de G,

¢) dado un conjunto @ C V, decidir si @) es una clique,



d) dado un conjunto B C V' y k € Z,, decidir si B es un k-empaquetamiento de G,
e) dado un conjunto M C V x V, decidir si M es un matching de G.

. Determine el niimero de operaciones elementales que realiza el Algoritmo del Vecino mds
Cercano para el Problema del Viajante de Comercio Euclidiano [LCO, pag. 1] sobre una
instancia de n puntos en el plano, los cuales se ingresan en dos vectores x e y, conteniendo
las coordenadas de los puntos.

. Suponga que tiene la posibilidad de utilizar 24 horas de una computadora que realiza
una operacién elemental en un nanosegundo (1072 segundos). Determine qué tan grande
puede ser la instancia del Problema del Viajante de Comercio Fuclidiano si pretende:

a) resolver el problema por optimalidad chequeando todos los posibles circuitos ha-
miltonianos (suponemos que el calcular el costo de cada ciclo hamiltoniano es una
operacién elemental).

Sugerencia: Utilice Scilab para el calculo de factoriales (ver tareas de laboratorio).

b) obtener una solucién factible, utilizando el Algoritmo del Vecino mds Cercano.

Responda las mismas preguntas de los apartados (a) y (b) para los casos en que la
computadora fuera 10 y 100 veces mas rapida.

. Pruebe que la solucién del Problema del Viajante de Comercio en grafos que genera el
Algoritmo del Vecino mds Cercano puede alejarse de la 6ptima tanto como se quiera.
Sugerencia: Pruebe que, para todo M > 8, existe un grafo de 4 vértices y costos adecuados
tales que la soluciéon 6ptima del problema tiene costo 7 mientras que la solucién por el
Algoritmo del Vecino mas Cercano tiene costo M.

. Pruebe que la solucién obtenida por el algoritmo goloso para el Problema de Matching
FEuclideo (de Peso Minimo) [LCO, pag. 4] puede acercarse tanto como se quiera al triple
de la solucién 6ptima.

. Sea G = (V, E) un grafo.

a) Pruebe que si G es conexo, todo bosque maximal es un arbol.

b) Pruebe que el Problema del Arbol Generador Minimo se puede reducir al Problema
del Bosque de Peso Mdximo.

¢) Pruebe que,siS=FeZ={J CS:Jesbosque de G}, (S,Z) es una matroide.

d) Recordando que el algoritmo goloso resuelve correctamente el Problema de Con-
junto Independiente de Costo Maximo sobre toda matroide y utilizando los items
anterio-res, pruebe que el algoritmo de Kruskal (al final de esta préactica) resuelve
correctamente el Problema del Arbol Generador Minimo.

. Las instancias de los problemas de Matching Perfecto de Peso Minimo y Matching de Peso
Mdzimo se definen por un grafo G = (V, E) y costos ¢ € RE. En el primero, el objetivo
es hallar (si existe) un matching perfecto M C E de G tal que ) ., c. es minimo. En el
segundo, el objetivo es hallar un matching M C E (no necesariamente perfecto) tal que
Y ecns Ce € MAXimo.

Pruebe que el Problema de Matching Perfecto de Peso Minimo se reduce al Problema de
Matching de Peso Maximo. ;Cuantas operaciones elementales requiere esa reduccion?



10.

11.

12.

13.

Sea G un grafo r-regular (es decir, tal que el grado de todos sus vértices es 1) y sea k tal
que 1 < k < r. Pruebe que el Problema de k-dominacién puede reducirse al Problema de
(r + 1 — k)-empaquetamiento. ;Cudntas operaciones elementales requiere la reduccién?

Consideremos el Problema del Camino mds Corto [LMDC, pag. 657; LCO, péag. 20]:

Entrada: Un digrafo D = (V, A), un vértice inicial @ € V y un vector de costos ¢ € R4,
Objetivo: Hallar, para cada v € V| el costo del av-camino dirigido de costo minimo.

Pruebe que las siguientes variaciones del problema pueden reducirse al original en tiempo
polinomial.

a) Problema del Camino mds Corto no dirigido:
Entrada: Un grafo G = (V, E), un vértice a € V y un vector de costos ¢ € RE.
Objetivo: Hallar, para cada v € V, el costo del av-camino de costo minimo.

b) Problema del Camino de peso minimo en vértices:

Entrada: Un grafo G = (V, E), un vértice a € V y un vector de costos ¢ € RY.

Objetivo: Hallar, para cada v € V, el costo del av-camino de costo minimo, donde el costo
de un camino es la suma de los costos de cada uno de sus vértices.

Sean D = (V, A), c € R? y a € V una instancia del Problema del Camino mas Corto tal
que para todo v € V existe al menos un av-camino dirigido en D. Pruebe que para todo
v € V existe un av-camino dirigido de costo minimo en D si y sélo si D no posee ningin
ciclo dirigido C' C A de costo negativo (es decir, ) .. c. <0).

Sean D = (V, A), ¢ € R* y a € V una instancia del Problema del Camino mds Corto.
Decimos que L € RY es un potencial factible si L(a) = 0y L(v) + ¢y > L(w) para todo
vw € A [LCO, pag. 20].

a) Pruebe que para todo aw-camino dirigido P,,, L(w) es cota inferior de ¢(P,), el costo
de P,.

b) Pruebe que si L es un potencial factible y P, un aw-camino dirigido tal que L(w) =
c(P,), entonces P, es un aw-camino dirigido de costo minimo.

Considere el pseudocédigo del Algoritmo de Dijkstra dado al final de la practica.

a) Aplique el Algoritmo de Dijkstra sobre la siguiente instancia: D = (V, A) con V =
{1,2,3,4} y A={(1,2),(1,3),(2,4),(3,2),(3,4)}, a =1, ¢ = (60, 40, 20, 10, 90).
Observacion: Puede verificar el resultado con la rutina dijkstra (ver tareas de
laboratorio).

b) Pruebe que, si todos los costos son no negativos, entonces el Algoritmo de Dijkstra
resuelve el Problema del Camino mas Corto.
Sugerencia: Pruebe que, en cada iteracion, L restringido al digrafo inducido por
los vértices de V5 es un potencial factible. Para ellos, pruebe que al finalizar una
iteracién: 1) L(z) + ¢, > L(v) para todo z € N~ (v) N Va, 2) L(v) + ¢,. > L(z) para
todo z € N (v) N V; (piense lo que ocurre en la iteracion en que se eligié z).

El Algoritmo de Ford-Bellman (ver pseudocddigo al final de la préctica) es correcto para
resolver el Problema del Camino mas corto con costos generales.

Pruebe que:



14.

15.

16.

17.

a) El algoritmo siempre termina.

b) Si al terminar el algoritmo, “hubo_actualizacién” es falso, entonces efectivamente
L(v) contiene los tamanos de los caminos més cortos desde a hasta v.

c¢) [Extra] Si, al terminar, “hubo_actualizacién” es verdadero, entonces existe un ciclo
dirigido con costo negativo.

a) Proponga y resuelva, utilizando la rutina di jkstra, una instancia sin ciclos dirigidos
y con algun costo negativo donde el Algoritmo de Dijkstra falle.

b) Proponga y resuelva, utilizando la rutina ford_bellman, una instancia donde exista
un ciclo dirigido con costo negativo.

(ver el uso de las rutinas en tareas de laboratorio)

Determine el orden de complejidad computacional de los algoritmos de Dijkstra y Ford-
Bellman, en términos del tamano de la instancia.

Sugerencias: Determine la cantidad de operaciones elementales evaluadas en cada Paso de
los algoritmos, en funcién del tamano de los conjuntos involucrados en ese Paso. Analice,
en términos de la cantidad de vértices y aristas, como varia el tamano de los conjuntos
que intervienen en cada paso (Vi, Vo, NT) en el peor caso posible (el que genera mayor
cantidad de operaciones elementales).

Utilice el algoritmo de Kruskal para encontrar un arbol generador minimo de la instancia
G=(V,E);c,con V =1{1,2,3,4,5,6}, E = {(1,2),(1,3),(1,4), (1,5),(2,3),(2,6), (3,4),
(3,5),(4,5),(4,6),(5,6)} y ¢ = (8,18,20,23, 12,30, 15,30, 3,7,9). Compruebe sus itera-
ciones con la rutina de Scilab kruskal.sci (ver tareas de laboratorio al final).

Determine el orden de complejidad del algoritmo de Kruskal sobre una instancia G =
(V,E) con |V]| =n, |E| =m,y c € RE. Recuerde que el orden de complejidad estd aso-
ciado al peor caso y tenga en cuenta las observaciones siguientes.

Observaciones: Una implementacién de Kruskal utiliza una representacion de los datos
que permite realizar cada operacion con la siguiente complejidad:

Descripcion de la operacion Cant. oper. elementales
1) Ordenar los arcos de E segiin su costo Cimlogm
2) Inicializar H = (V, F') con F vacio Caon

3) Verificar si dos vértices dados pertenecen a | Cj
la misma componente en H
4) Agregar una arista (u,v) a F' tal que v € Vi | Cymin{|V}[, |V2|}
y v € V5 donde V;j y V5 son diferentes
componentes conexas en H

donde C, Cs, C'3 y Cy son constantes.

De esta manera, el peor caso para el algoritmo de Kruskal se daria cuando, en cada
iteracion en la que se agrega un arco, la componente conexa de H de menor cardinal es
lo mds grande posible. Observar que Kruskal agrega un arco en n — 1 iteraciones de las m
que realiza y que en la i-ésima iteracién en que agrega un arco, el grafo H tiene n —i+ 1
componentes conexas.

= Pruebe que en un grafo con n vértices y k£ componentes conexas, la componente de

menor cardinalidad tiene a lo sumo \_%j vértices.
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= Para el orden de la complejidad del peor caso utilice la siguiente propiedad:

i
L

<1+In(n-1).

| =

e
I
—

Pseudocddigo de algoritmos:

ALGORITMO DE DIJKSTRA [LMDC, pag. 660; LCO, pag. 32]
Entrada: Un digrafo D = (V, A), un vértice a € V y un vector de costos ¢ € R%.
Salida: Etiquetas de la forma (L(v),ant(v)) para todo v € V tales que L(v) es el costo del av-
camino dirigido P de costo minimo y ant(v) es el vértice anterior a v en P.

= Inicializacién: Etiquetamos el vértice a con (0, —) y el resto de los vértices de D con (+00, —). También
hacemos Vi < {a} y V2 + @.

= Iteracion: Mientras Vi # @ hacer:

Paso 1. Tomamos el vértice v € V4 tal que L(v) es minimo.

Paso 2. Para todo vecino no visitado w € N (v)\Va, si el costo de alcanzar a w pasando por v es menor al
costo actual, es decir L(v) + ¢y < L(w), entonces actualizamos la etiqueta de w con (L(v)+ ¢y, v)
y agregamos w a Vi.

Paso 3. Eliminamos v de V; y lo agregamos en V5.

ALGORITMO DE FORD-BELLMAN [LCO, pag. 29]
Entrada: Un digrafo D = (V, A), un vértice a € V y un vector de costos ¢ € R4.
Salida: Sii = |V| entonces existe un ciclo dirigido con costo negativo. Caso contrario, L(v) contiene
los tamanos de los caminos méas cortos desde a hasta v, para todo v € V.

» Inicializacién: Etiquetamos el vértice a con (0, —) y el resto de los vértices de D con (+00, —). También
hacemos i <— 0 y hubo_actualizacién < Verdadero.

» Iteracién: Mientras ¢ < |V| y hubo_actualizacién, hacer:

Paso 1. Hacemos 7 < ¢ + 1 y hubo_actualizacién < Falso.

Paso 2. Para todo vw € A, si L(v)+ ¢y < L(w) entonces actualizamos la etiqueta de w con (L(v) 4 ¢y, v)
y hacemos hubo_actualizacion < Verdadero.

ALGORITMO DE KRUSKAL [LCO, pég. 19]
Entrada: Un grafo conexo G = (V, E) y un vector de costos ¢ € ZF.
Salida: Un subconjunto de aristas F' C E tal que (V, F) es el arbol generador de costo minimo de

G.

» Inicializacién: Hacemos H = (V,F) con F = () e indexamos los arcos de G de forma que F =
{er,ea, ..., en} verifique c., < ce,,, para todo i = 1...,m — 1 (requiere aplicar un algoritmo de or-
denamiento).

= Iteracion: Para cada i = 1,...,m, hacer:

Paso 1. Silos extremos de e; estdn en distintas componentes conexas de H, entonces F < F U {e;}.

Tareas de Laboratorio:

Para la instalacion y uso del Scilab, comience realizando los siguientes pasos:

= Descargue el archivo denominado Instalador-scilab-5.4.1.exe de la pag. de la Céte-
dra y ejecttelo. Luego de realizada la instalacion, puede borrar este archivo.

= Cree en su maquina un directorio de trabajo y descargue en éste los archivos kruskal . sci,
dijkstra.sci y ford bellman.sci de la pag. de la Catedra.
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Cada vez que ejecute Scilab, antes de comenzar a trabajar, elija el en el Navegador de
Archivos el directorio de trabajo creado en el item anterior.

Para trabajar con los ejercicios de la practica:

Factoriales (Ej. 3.a): Por ejemplo, para calcular 20! ejecute factorial (20). La respuesta
2.433D+18 significa 2,433 x 108,

Algoritmo de Kruskal (Ej. 16): Por ejemplo, los siguientes comandos resuelven la instancia.

exec(’kruskal.sci’,-1)

G(1,:) =[11112233445];
G(2,:) [2345364556 6];
costos [8 18 20 23 12 30 15 30 3 7 9];
[F, valor] = kruskal(G, costos)

Algoritmos de Dijkstra y Ford-Bellman (Ej. 12 y 14): Por ejemplo, los siguientes comandos
resuelven la instancia del Ej. 12.a con Dijkstra:

exec(’dijkstra.sci’,-1)
D(1,:) = [1 12 3 3];

D(2,:) = [2 3 4 2 4];
costos = [60 40 20 10 90];
a=1;

[L, ant] = dijkstra(D, costos, a)

El uso de la rutina de Ford-Bellman es idéntico. Ambas rutinas toman como entrada el
digrafo, el cual estd representado como una matriz de 2 filas por m columnas en donde
cada columna (u,v)T define un arco que va desde el vértice u a v, un vector de costos en
donde la componente i-ésima se correponde con el arco i-ésimo del digrafo, y un vértice
inicial. Ambas rutinas retornan los vectores L y ant, en donde la componente i-ésima de
cada uno de ellos se corresponde con el vértice i.
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