UNIVERSIDAD NACIONAL DE ROSARIO

Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura

Licenciatura en Matematica y Profesorado en Matemaética

Cétedra: Algebra

Sistemas de Ecuaciones. Matrices. Determinantes.

Profesor responsable: Mariana Escalante

Ano 2011



1. Conceptos basicos. Sistemas equivalentes. Operaciones elemen-

tales.
Definicion 1. Una ecuacion con n variables x1,x2, ..., x, es lineal si puede escribirse en la forma
a1x1 +axa + ... +anT, =0 (1)
Los numeros a; € R para i = 1,...,n son los coeficientes y b € R es el término constante o

lado derecho de la ecuacion. Las variables también se llaman incégnitas. St b = 0 la ecuacion se
llama homogénea.

Ejemplo 2. La ecuacion
T1 + 9 +4x3 — 64 =3

es lineal ya que tiene la forma (77).
Ejemplo 3. La ecuacidn
1+ 29 +4x3 — 64— 1 =21 — 29+ 2
es lineal ya que puede escribirse en forma canénica (?7):
0x1 + 2x9 4+ 43 — 624 = 3.

Los coeficientes son 0,2,4 y —6 y el término constante es 3.

Definicién 4. Una solucién de la ecuacion lineal (?7) es una n-upla (Z1,%2, . .., Ty) tal que cuando
reemplazamos los valores de x; por T; para todo i = 1,...,n en (??), la igualdad es cierta. En este
caso decimos que (T1,T2,. .., Ty) satisface la ecuacion (77).

Ejemplo 5. Si consideramos la ecuacion
2x9 + 4x3 — 64 = 3,

(, 0, %, 0) es una solucion, cualquiera sea o € R.
En este caso hay muchas soluciones para esta ecuacion. Es posible describir el conjunto de todas
las soluciones que tengan xo = x3 =07

1.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Definicién 6. Un sistema lineal de m ecuaciones y n variables (o incégnitas) x1,...,x, es un
conjunto de m ecuaciones lineales de la forma:

a11x1 + axs + ...+ aptn, = b
ao1x1 + a2 + ...+ apr, = by
(2)
Am1T1 + Amaxo + ... + GmpnTn = by
Los numeros reales a11,...,01n,021 - - - A2y - - -y A1y - - -, A SON l0s coeficientes del sistema y by, ..., by,

son los términos constantes del sistema. Si todos los términos constantes son cero el sistema se
llama homogéneo.

Ejemplo 7. Consideremos el sistema

T1+ 229 =-3
2x1+ 3x9 —2x3 = —10 (3)
—r1+ +6zz =9



Sus coeficientes son, en orden, 1,2,0,2,3,—2,—1,0,6. Los términos constantes son —3,—10,9. El
ststema homogéneo asociado es:

1+ 229 =0
2z1+ 3x2 223 = (4)

—x1+ +6x3 =0
Definicién 8. Una solucion del sistema lineal (?7) es una n-upla (T1,Z2,...,Ty) tal que cuando
reemplazamos los valores de x; por T; para todo i = 1,...,n en (77?), todas las ecuaciones se

satisfacen. El conjunto de todas las soluciones posibles se llama conjunto solucién.
Ejemplo 9. Verificar que x1 = —15,29 = 6 y x3 = —1 es una solucion del sistema (77).
Definicion 10. Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si poseen el mismo conjunto solucion.

Ejemplo 11. Los siguientes sistemas son equivalentes:

-1+ +6x3 =9
1+ 229 =-3
2x1+ 3x9 —2x3 = —10

—x1+ +6x3 =9
2:132 +6l’3 =6
2x1+ 3x9 —2x3 = —10
—x1+ +6x3 =9
21’2 +6ZE3 =
I3 = -1
I =-15
T2 =6
r3 = -1

Como vemos este iltimo sistema es el mds sencillo de resolver ya que explicitamente nos dice
cudl es la dnica solucion.

En este ejemplo vimos que un sistema puede tener una tnica soluciéon. Veremos en los ejemplos
siguientes que un sistema puede no tener solucién o tener infinitas soluciones.

Ejemplo 12. EI sistema

21‘1 +3x2 =9

4:61 +6I2 =12
no tiene solucion ya que si 2x1 + 3z es 9 entonces 4xy + b6xo deberia ser igual a 18, pero de
acuerdo a la seqgunda ecuacion esto no sucede. Por lo tanto no existe solucion al mismo. En este
caso escribimos que su solucién es S = ).

Ejemplo 13. EI sistema
3r1 +2x9 =5
6x1 +4xy =10

tiene infinitas soluciones, todas las de la forma x1 = %, To = .

Con lo cual el conjunto solucion puede ser escrito como S = {(322, ) : X € R}.

Definicién 14. Un sistema de ecuaciones que posee solucion (S # () se llama compatible. Si no
posee solucion (S =) se llama incompatible.

Si posee unica solucion se llama compatible determinado y si posee infinitas soluciones com-
patible indeterminado.

Observacion 15. Un sistema homogéneo es siempre compatible ya que x1 =x9 = ... =z, =0 es
solucion y es llamada solucion trivial.



1.2. Solucion de un sistema lineal

Los sistemas triangulares o escalonados son sistemas donde las ecuaciones pueden ordenarse de
manera que el renglén superior tenga una o més variables (ubicadas a la izquierda) que el renglén
inmediato inferior.

Por ejemplo,

T1 —To 3 —T4 +2x5 —x6 =1
—2x3 +2x5 =2
—zr5 +x6 =3

Este tipo de sistemas es méas sencillo de resolver usando el método de sustitucion hacia atrds.
Tlustramos este método con la resolucién del sistema anterior.

La tdltima ecuacién implica que zg es cualquier ntimero, digamos r. Entonces z5 = r — 3. De
acuerdo a la segunda ecuacion x3 = x5 —1 =r—3—1 = r—4. Al despejar x1 de la primera ecuacién
tenemos que x1 = 1 + 9 — x3 + x4 — 225 + x6. Pero z9 y x4 pueden tener cualquier valor, por
ejemplo x4 = sy x9 = t. Por consiguiente, z1 = 1+t —(r—4)+s—2(r—3)+r=—-2r+s+t+11.
Entonces el conjunto solucién es

S={x1=-2r+s+t+1l,z0=t,x3=r—4,24 =s,x5 =1 — 3,26 =r, parar,s,t R}

es decir, un conjunto infinito con tres pardmetros.

Como vemos, es mas sencillo resolver un sistema escalonado por lo tanto, dado un sistema cual-
quiera lo transformaremos en un sistema equivalente al mismo eliminado incégnitas hasta obtener
un sistema escalonado, para luego resolverlo por sustitucion hacia atras.

En lo que sigue veremos algunas operaciones que nos permiten obtener un sistema equivalente
al original.

Definicion 16. Las operaciones elementales en ecuaciones de un sistema lineal consisten en:

s Eliminacion: reemplazar una ecuacion por ésta mds un mailtiplo constante de una ecuacion
a otra. B; + cE; — E; donde E; y Ej son ecuaciones y ¢ es una constante.

s FEscalamiento: reemplazar una ecuacion por el producto de ella por una constante distinto
de cero. cB; — E; donde E; es una ecuacion y ¢ # 0.

» Intercambio: reemplazar una ecuacion por otra. E; <+ E; donde E; y E; son ecuaciones.

Es claro que si un conjunto de variables satisface un sistema de ecuaciones también lo hace de
un sistema obtenido a partir de él, por medio de un nimero finito de operaciones elementales entre
sus ecuaciones.

Ejemplo 17. Consideremos nuevamente el sistema

1 +2x9 =-3
2x1 4+3x92 —2x3 = —10
—I +6x3 =9

Llamamos E1, FE2 y E3 a las ecuaciones del sistema. Luego de hacer: Fo—2Fy — FEo y E3+Fy —
FE5 obtenemos el sistema equivalente:

r1 +2x9 =-3
—I2 —2.%3 =—4
2x9 +6x3 =6

Renombramos las ecuaciones y ahora sobre este sistema hacemos Es + 2FEy — E3 y obtenemos
el sistema equivalente, el cual estd en forma escalonada:



r1 +2x9 =-3
—I2 —2%3 =—4
21’3

Il
|
N\

Utilizando el método de sustitucion hacia arriba tenemos la solucion de este sistema.

Ejemplo 18. Consideramos el sistema

r1 +2x9 —x3 =4
2r1 +5r9 +2x3 =9 (5)
ry A44xy +7x3 =6

Aplicando las operaciones elementales 2FEy — B3 — Ey, 2B — Ey — Ey y B — E3 — Ej
obtenemos

Il —9x3 =2
—x9 —4dxg = —1
—21‘2 —81‘3 = -2

Luego, este sistema es equivalente a

T —9z3 =2
—XI2 —4.?U3 =—-1
ya que la operacion 2Ey — Es — FE3 llevé a una ecuacion con todos sus coeficientes iguales a 0.
Entonces el conjunto solucion de cualquiera de ellos es

S={r1=9r+2,29=—4r+ 1,23 =1 parar € R}

Ejemplo 19. Consideramos el sistema

i) —21‘3 =-5
2x17 —x9 +x3 = -2
4z, —x9 =—4

Aplicando las operaciones elementales (completar) obtenemos

2¢17 —x9 +x3 = -2
T2 —2:E3 =-5
0:(}3 =5
Entonces el conjunto solucion es
S=1

ya que ninguna solucion puede hacer cierta la ultima ecuacion.

Como vimos en los ejemplos, el conjunto solucién puede ser distinto de vacio (sistema com-
patible) o no (sistema incompatible). En caso de ser no vacio, puede tener una o més soluciones
(compatible determinado o compatible indeterminado).

Como vimos, una vez fijado el orden y los nombres de las incégnitas de un sistema, podemos
abreviar la escritura del sistema anotando sélo sus coeficientes y términos constantes. El arreglo
rectangular de los coeficientes y términos constantes de un sistema es su matriz aumentada. La
matriz aumentada del sistema (??) del Ejemplo 77 es:

1 2 -1 4 1 2 -1 : 4
25 2 9 o bien 25 2 9
1 4 7 6 1 4 7 : 6



La segunda forma implica el uso de un separador para indicar dénde estd la columna de los
términos constantes. En general, una matriz es un arreglo rectangular de ntmeros. La matriz de
coeficientes del sistema estd formada por los coeficientes del sistema sin los términos constantes. La
matriz de una columna que muestra los términos constantes es el vector de constantes. La matriz
de coeficientes y el vector de constantes del sistema (?7) son, respectivamente,

1 2 -1 4
2 5 2 y 9
1 4 7 6

2. Meétodo de eliminacion de Gauss

2.1. Definiciones preliminares

Los nimeros ubicados en forma de matriz se denominan elementos o entradas de la matriz. Una
matriz con m renglones o filas y n columnas se dice de tamano m x n. Los elementos se denominan
de acuerdo a la posicion en la matriz. Un elemento ubicado en la tercera fila y segunda columna
serd indicado como en la posicién (3,2).

Las operaciones elementales sobre los sistemas de la seccion anterior se traducen en operaciones
elementales sobre los renglones de la matriz.

Una fila o columna de una matriz es nula cuando todos sus elementos son iguales a cero. El
primer elemento no nulo de una fila no nula se llama elemento delantero.

Ejemplo 20. Sean las matrices

-10 1 2
M= 0 0 -3 4 P:(8_21 _16>
00 0 0

En la matriz M sus dos primeras filas son no nulas y la tercera es nula. Sus elementos delanteros
son —1 y —3. Su sequnda columna es nula y las demds son no nulas. En la matriz P ninguna de
sus filas es nula y su primera columna si lo es. Sus elementos delanteros son 2 y —1.

Definicion 21. Si una matriz verifica que:
s Todas las filas nulas estdn ubicadas en la parte inferior de la matriz.

= FEl elemento delantero de cada fila no nula se presenta a la derecha del elemento delantero de
la fila anterior.

entonces decimos que la matriz estd en forma escalonada. Si ademds,

s FEl elemento delantero de cada fila no nula es 1.

» Todos los elementos en la columna de un elemento delantero 1 (arriba y abajo de él) son cero.
entonces la matriz estd en forma escalonada reducida.

La matriz M estd en forma escalonada pero no en forma reducida porque la tercera condicién
no se satisface.

Ejemplo 22. Consideremos las siguientes matrices:

1 000 1 00 -6 1100 2
A=10 0 1 0 B=1010 0 D=|100120 3
0 000 001 -1 0 0014



0 0 170 9 0 10 -1 0
E:<10> F=1001 -8 0 G=|(01 0 O
000 0 1 00 1 O

Matrices escalonadas: A,B, D, F' y G.
Matrices escalonadas reducidas: A, B, D y F'. G no cumple con la cuarta condicion.
La matriz E no estd en forma escalonada porque no cumple la primera condicion.

Definicion 23. Dos matrices son equivalentes si una puede obtenerse de la otra por una sucesion
finita de operaciones elementales entre sus filas.

Ejemplo 24. Demostrar que las siguientes matrices son equivalentes.

0 3 1 2
A= 1 2 B=10 3
-1 1 00

Entonces decimos que A se reduce a la forma escalonada B.

2.2,

Procedimiento de eliminacion de Gauss

Para convertir cualquier matriz a la forma escalonada reducida:

1.

2.

Tomar la primera columna no nula de la matriz.

Si la primera fila de esta columna tiene un cero, intercambiar esta fila con una que no posea
un cero en esta posicion.

. Obtener ceros por debajo del elemento delantero, sumando multiplos adecuados de la primera

fila.

. Repetir los pasos anteriores a la matriz obtenida al no considerar la primera fila. Repetir este

procedimiento con el resto de las filas (la matriz quedard en forma escalonada).

. Comenzando con la ultima fila no nula, ir hacia arriba, mediante operaciones elementales

construyendo, en primer lugar, un elemento delantero 1 y luego anulando los elementos arriba
de él.

Ejemplo 25. Utilizaremos el método de Eliminacion de Gauss sobre la matriz:

1.

o 3 -6 -4 -3 -5
-1 3 -10 -4 -4 =2
4 -9 34 0 1 =21
2 -6 20 2 8 -8

En este caso, la primera columna no nula es la columna 1.

2. Como el primer elemento de esta columna es 0, intercambiamos la fila 1 con la 2, para obtener:

-1 3 -10 -4 -4 =2
o 3 -6 -4 -3 -5
4 -9 34 0 1 =21
2 -6 20 2 8 =8



3. Para obtener ceros debajo de este elemento hacemos las siguientes operaciones elementales
sobre las filas F;:

Fs+4F, — F3 y Fy + 2F, — Fy. Asi obtenemos la matriz:

-1 3 -10 -4 -4 =2
3 -6 -4 -3 -5
3 -6 —-16 —-15 -29
0 O —6 0 -12

o O O

4. Al cubrir la primera fila, hacemos el mismo procedimiento sobre la matriz restante:
-1 3 -10 -4 -4 =2
-6 -4 -3 =5
0o -12 —-12 -24
0 —6 0 —-12
-1 3 —-10 -4 -4 =2
3 -6 -4 -3 -5
o o0 o0 -—-12 —-12 —-24
0 0 0 0 6 0

Como vemos, la matriz ya estd en forma escalonada.

F5 — F5 — F3 para obtener

o O O
S O W

y luego Fy — %Fg — Fy4 para obtener

5. Para obtener la matriz en forma escalonada reducida, hacemos:

» LFy = Fy

n Sobre la matriz resultante hacemos: Fs + 12Fy — F3, Fo + 3Fy — F» y F1 +4F, — F.
s Sobre la matriz resultante hacemos: I—;Fg — F3.

n Sobre la matriz resultante hacemos: Fo + 4F3 — Fy y Fy + 4F3 — F7.

s Sobre la matriz resultante hacemos: %Fg — Fs.

s Sobre la matriz resultante hacemos: F1 — 3Fy — F}.

» Finalmente, sobre la matriz resultante hacemos: (—1)Fy — F, con lo cual obtenemos la
matriz en la forma

10 4 00 -3
01 -200 1
00 0 10 2
00 0 01 0

2.3. Resolucién de sistemas de ecuaciones

Veamos ahora cémo utilizar el algoritmo de Gauss para la resolucién de sistemas de ecuaciones.

s Considerar la matriz aumentada del sistema de ecuaciones que se quiere resolver.

= Aplicar el método de eliminacién de Gauss a la matriz ampliada. Recordar que si hubo inter-
cambio de columnas debe respetarse cudl es la nueva posicion de la variable correspondiente
a esa columna.

= Separar las variables que acompanan a los elementos delanteros (llamadas variables delante-
ras) de las restantes (si las hay) que se llaman libres.

= Fxpresar a las variables delanteras en funcién de las libres y de las constantes.



Ejemplo 26. Podemos resolver el sistema con matriz de coeficientes ampliada del ejemplo anterior
utilizando sustitucion hacia atrds.
Hallar el conjunto solucion S. Verificar que existen infinitas soluciones.

Teorema 27. Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si y solo si cualquier forma escalo-
nada de la matriz aumentada NO tiene una fila de la forma:

[00 0O ... 0 : c¢]

en la que ¢ # 0.

Teorema 28. Un sistema de ecuaciones lineales compatible tiene unica solucion (determinado) si
y solo si no posee variables libres.

Observacion 29. Atencion, la presencia de variables libres no garantiza que haya una cantidad
infinita de soluciones porque el sistema puede ser incompatible.

Teorema 30. Para cualquier sistema lineal, sélo es valida una de las siguientes opciones:
1. El sistema tiene unica solucion.
2. El sistema posee infinitas soluciones.
3. El sistema no tiene solucion.

Los sistemas homogéneos tienen la particularidad de poseer siempre a la solucién con todas
sus variables iguales a cero. Por lo tanto son sistemas compatibles, cualquiera sea su matriz de
coeficientes. Mas aun,

Teorema 31. Un sistema lineal homogéneo tiene:
1. solo la solucion trivial o un numero infinito de soluciones;
2. tiene infinitas soluciones si y soélo si tiene variables libres;
3. st hay mds variables que ecuaciones entonces tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 32. Determinar los valores de K para que el sistema sea compatible indeterminado,
compatible determinado o incompatible.

T +y +Kz =1
Kr +(K-1)y +=z =K
x +y +z =K+1

Verificar que la matriz ampliada de este sistema puede llevarse a la forma escalonada:

1 1 K 1
0 -1 1-K2 0
0 0 1-K K

Por lo tanto, si K =1 el sistema es incompatible.
Si K # 1, entonces hay unica solucion:

_ _K . _ 12 . _ K3-K2-2K+1
2=1g; Y=K°+K; v="—7—"F".

Por lo tanto si K # 1 el sistema es compatible determinado y para ningin valor de K el sistema
es compatible indeterminado.



3. Matrices

3.1. Definiciones preliminares

Recordemos que una matriz de orden m x n es un arreglo rectangular de m.n ntimeros en forma
de m filas y n columnas. La matriz A tiene al elemento a;; en la fila 7 y la columna j.

ail a2 e A1n

asl ago . a9,
A =

Aml Am2 ... Qmn

La i-ésima fila de la matriz A y la j-ésima columna de A son, respectivamente,

alj
agj
(ail a2 ... am) y
amj
Una matriz de 1 x n se llama matriz fila. Una matriz de m x 1 se llama matriz columna. Una
matriz de n X n se llama matriz cuadrada de orden n.

A=(1 =3 2) B:<Si5> C:(ii).

Vemos que A es una matriz fila, B es una matriz columna y C' es una matriz cuadrada de orden 2.

Ejemplo 33.

Una matriz en la cual todos sus elementos son iguales a cero, es una matriz nula. Por ejemplo,
la matriz nula de orden 3 x 4 es

0000
0=1{00 00
00 00
Definicién 34. Dada una matriz cuadrada A de oden n cuyos elementos son a;; se notard como
A = (a;j)n. La diagonal principal de A estd formada por los elementos a; parai=1,...,n.

La matriz A es triangular inferior si todos los elementos por encima de la diagonal principal
son iguales a cero. Andlogamente, la matriz A es triangular superior si los elementos por debajo
de la diagonal principal son cero.

La matriz A es diagonal si todos los elementos por encima y por debajo de la diagonal principal
son iguales a cero.

La matriz A es escalar si es diagonal y todos los elementos en la diagonal principal son iguales.

La matriz escalar con 1 en la diagonal se llama matriz identidad y serd notada I, o simplemente,
1, si no es necesario explicitar su tamario.

Ejemplo 35. Sean

1 2 -3 1 00
A=10 5 —4 B=10 00 )
00 9 110
1 0 O -2 0 O
C=|0 -2 0 D= 0 -2 0
0 0 2 0 0 =2

entonces las matrices A,C y D son triangulares superiores, B,C y D son triangulares inferiores.

C y D son diagonales. D es escalar. La diagonal principal de A es 1,5,9 mientras que la de C es
1,-2,2.

10



Definicion 36. Dos matrices son iguales si tienen el mismo tamano y sus elementos correspon-
dientes son iguales. Es decir, A = (aij)mxn Y B = (brs)mxn Son iguales (y escribimos A = B) si
apg = bpg para todop=1,....myqg=1,...,n.

3.2. Operaciones matriciales

Definicién 37. Dadas dos matrices A = (aij)mxn Y B = (bij)mxn, definimos:

= la matriz A+ B, de orden m x n cuyos elementos c;j verifican: c;; = a;j + b;; para todo
1=1,....myj=1,...,n.

» dado o € R, la matriz aA, de orden m xn cuyos elementos d;; verifican: d;; = aa;; para todo
1=1,....myjg=1,...,n.

Notemos que al tener definidas estas operaciones también queda definida la resta de matrices.

Teorema 38. Sean A,B y C matrices m x n cualesquiera y a,b y ¢ escalares (en R o en C).
Entonces:

1. (A+B)+C=A+(B+0C)

2. A+ B=B+A
3. A+0=A
4. A+(-A)=0
5. c(A+B)=cA+cB
6. (a+b)C =aC +bC
7. (ab)C = a(bC) = b(aC)
8 1A=A
9.0A=0
Demostracion. Ejercicio. O

Definicién 39. Dadas las matrices A = (aij)mxn Y B = (brs)nxp, definimos la matriz producto
de A por B y la notamos A.B o simplemente AB, a la matriz de orden m x p cuyos elementos c;;

verifican
n
Cij = Zaikbkj~
k=1
Observacién 40. » Observar que para poder definir el producto AB el nimero de columnas de
A debe ser igual al nimero de filas de B.
» El ndmero de filas de AB coincide con el numero de filas de A.
» FEl ndmero de columnas de AB coincide con el nimero de columnas de B.
» ¢;; es el resultado del producto escalar del vector fila i de A por el vector columna j de B.

s Fsta no es una operaciéon en el sentido de que hay 8 comjuntos de matrices diferentes en
juego, salvo en el caso de matrices cuadradas.

11



Ejemplo 41. Sean las matrices

2 1
A:(i?é) y B=|0 2 5 -2
1 3 4

Entonces
5 7 21 =2
AB = < -8 14 21 —18)'
Notemos que BA no existe.

Ejemplo 42. Sean las matrices

a=(Th) ve=(0 )
as=(5 1)
pa-(4?),

Este ejemplo muestra que AB # BA, es decir que el producto de matrices no verifica la propie-
dad conmutativa.

Entonces

La siguiente definicién alternativa de producto de matrices nos permite trabajar con los vectores
fila y columna de las matrices.

Definicion 43. Si A es una matriz de m x k y B es una matriz de k X n. El producto AB es la

matriz de m X n cuyas columnas son Ab', ...  Ab"™ en la que b',...,b" son las columnas de B.

En general, si A es una matriz de m x k, vamos a notar con a; a las filas de A y con a’ a los
vectores columna de A, parai=1,....my j=1,...,k.

Observaciéon 44. Teniendo en cuenta esta definicion de producto entre matrices, el elemento ij
de la matriz AB es a;b’.

Ejemplo 45. Supongamos que

3 2 4
i (201) a2
0 3 -2
entonces
(201) 2 _<6> <201> . _(7)
2 1 2 0 4 2 1 2 4 14
(201> g _(6)
21 2)\ 7, 9

Por lo tanto,
AB=(Ab! Ab> ap?)=(0 T O
4 14 9

12



Definicién 46. Dada una matriz A = (a;;j)mxn Su matriz transpuesta es la matriz A® = (al;)nxm

i
talqueagj:aji para todoi=1,....nyj=1,...,m.

Por lo tanto, si a; es la i-ésima fila de la matriz A de n x m, a! es la matriz n x 1 con los mismos
elementos que a;, es decir, es un vector columna.

Teorema 47. Sean A, B y C matrices tales que todas las operaciones siguientes esten bien defi-
nidas, entonces:

1. A(BC) = (AB)C
A(B+C) = AB + AC
(B+C)A=BA+CA

a(BC) = (aB)C = B(aC) para o escalar

I,A=AIl, = A si A matriz de orden m X n

S & L

0A=0

Demostracion. Demostraremos la asociatividad y las demas demostraciones quedan como ejercicio.
Sean A de orden m x k'y B de orden k x r.
Consideremos primero el caso en que C' es una matriz formada por una sola columna, es decir,
C =v=(vy,...,v.)". Entonces,

(AB)v = (Ab', ..., Ab")v = v;(AbY) 4+ - - - + v,(Ab") = A(v;b! + --- +v,b") = A(Bv).  (6)
Si ahora C tiene n columnas, de acuerdo a (77),
(AB)C = ((AB)c,...,(AB)c") = (A(Bc'),..., A(Bc")) = A(Bc',..., Bc") = A(BQO).
0

Definicién 48. Sea A una matriz cuadrada. Entonces, la n-ésima potencia de A se define, recur-
swamente, como
AV =1, A" =A""1A  paran e N.

Teorema 49. Para cualquier m,n € N,
Demostracion. La demostracién es por induccién y se deja como ejercicio. O

Observacion 50. Vemos que hay similitudes entre las propiedades que verifica el producto de
matrices con el producto de nimeros enteros. Sin embargo hay importantes diferencias que queremos
resaltar. Sean A y B matrices de dimensiones apropiadas.

1. Si AB estd definida no necesariamente lo esta BA (por ejemplo si A es de2x3 y B de 3x3).

2. Si AB y BA estdn definidas no necesariamente tienen el mismo tamaro (por ejemplo si A
esde2x3yBde3x2).

3. Si AB y BA estan definidas y tienen el mismo tamano no necesariamente son iguales. Por
. , 11 0 1
eyemplosz.A-(l 1>yB—<O 0).

4. AB = 0 no implica A = 0 o B = 0, ni siquiera cuando A = B. Por ejemplo, A = B =
0 1
(00)
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5. CA = CB no implica que A = B. Buscar un ejemplo de esta afirmacion.
6. A% = I no implica que A = £I. Buscar un ejemplo de esta afirmacion.
7. En general, (AB)"™ # A" B"™. Buscar un ejemplo de esta afirmacion.

Definicién 51. Dada una matriz A una submatriz de A es cualquier matriz que se obtenga al
suprimir una o mds filas o columnas de A.

Ejemplo 52. Dada la matriz

N O
_ o
S =W

son submatrices de ella:

(g (1)) y (-1 16).

3.3. Matriz inversa

Definicion 53. Se dice que la matriz A de n xn es inversible o admite inversa si existe una matriz
B, llamada inversa de A, tal que

AB=1 BA=1.
A partir de esta propiedad, B debe ser de orden n x n.

Ejemplo 54. Veamos si la matriz

admite inversa.
Supongamos que

o= )

fuera inversa de A. Entonces, como AB = I resulta

at+c =1
b+d =0
a =0
b =1

Como se puede verificar (hacerlo!) que BA =1 si

entonces, A admite inversa y que B es inversa de A.
Lema 55. Si una matriz A es inversible entonces posee una unica matriz inversa.

Demostracion. Supongamos que B y C son inversas de A. Entonces,

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.
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Una matriz que no tiene inversa se llama no inversible o singular.
Como una matriz A inversible tiene tinica inversa, notamos A~! a la inversa de A.

Lema 56. Propiedades de la inversa de una matriz:

1. Si A y B son matrices inversibles de orden n entonces AB son inversibles y (AB)™! =

B~tA~L
2. La inversa de una matriz inversible es inversible y ademds, (A~1)~! = A.

3. El producto de una matriz inversible por un escalar distinto de cero es una matriz inversibles
y ademds, (cA)™' = c1A™! para c € C\ {0}.

Demostracion. 1. Vamos a verificar que (AB)(B™1A™!) = (B71A™Y)(AB) = I. Tenemos que:

(AB)Y(B'A Y)Y = A(BB ™ H)A ' = ATA =447 =1

(B'A™Y(AB)=B YA 'AB=B'IB=B'B=1

2. Como A es inversible, AA™! = A7'A = I. Esto muestra que A~! también lo es y que
(A~H~1 = A,

3. Ejercicio
O

Definicién 57. Si A es una matriz inversible entonces definimos A~ = (A=H)" = A71A71. . A™!
—_—

n factores
para cualquier n € N.

Lema 58. Si A es una matriz cuadrada de orden k, m y n son dos niumeros enteros cualesquiera
y c € C\ {0}, entonces, A™ es inversible y:

L (A" = (A7)
2. AnA™ = Antm
3. (Am)m = Arm

4. (cAym = cnAn

Demostracion. Ejercicio. Demostrar sélo para n, m negativos. O

3.4. Transposicién y operaciones con matrices

Recordemos que si A es una matriz de orden m X n su transpuesta es la matriz de orden n x m
cuyas i-ésima columna es la i-ésima fila de A.

Teorema 59. Valen las siguientes propiedades:

(

(A+ B)t = Al + Bt

(cA)t = cAt para cualquier c € C.
(

2.
3.
4. (AB)! = B'A'.

5. Si A es inversible también lo es A'. En este caso, (A")~t = (A71)L.
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Demostracion. Idea de la demostracion del item 4.. Las demas se dejan como ejercicio.
Consideremos en primer lugar el caso especial en que A es una matriz de 1 x n y B de orden
n x 1.

b1 aq
AB = (aj...ay) =abi+---+a,+b,=(br...by)

bn, Gn

De esta forma vemos que (AB)! = B'A! para este caso especial.
Si ahora A es una matriz de orden m x n y B es un vector columna de tamafio n. El caso general
se bas en este caso y queda como ejercicio.

La j-ésima columna de (AB)! = (j — ésima fila de AB)?
= (la j — ésima fila de A por B)!
= B! por la j — ésima columna de A?
= la j — ésima columna de B!A’.

O

Definicién 60. Si A = (aij)mxn es tal que a;jj = aj; para todoi =1,...,nyj=1,...,m entonces
decimos que A es simétrica.

Si A = (aij)mxn es tal que a;; = —aj; para todo i =1,...,n, j =1,...,m con i # j entonces

decimos que A es antisimétrica.

Usualmente notaremos con M,,x,(R) al conjunto de las matrices de orden m x n a coeficientes
reales. Andlogamente, M,,(R) es el conjunto de las matrices cuadradas de orden n a coeficientes
reales.

Teorema 61. Si A € M, (R) entonces:

1. A es simétrica < A = At.
2. A es antisimélrica < —A = At.

3. A puede escribirse como la suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica.

Demostracion. 1. Sean A = (a;;) y A' = (aj;)

A:At<:>aij:a;jVi,j:1,...,n<:>a¢j:ajNi,jzl,...,n@Aes simétrica

2. Ejercicio.
3. Conisderemos las matrices A; = 3(A + A') y Ay = (A — A?). Veamos que A; es simétrica:
A= (AT AN = (A" + (A)) = S(A"+ 4) = Ay
Verificar que As es antisimétrica. Como ademas, A = Ay + As el resultado estd probado.
O
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4. Determinantes

En esta seccion definimos una funcién definida sobre el conjunto de todas las matrices cuadradas
con imagen en el conjunto de los nimeros reales, llamada funcidn determinante.

Dada una matriz A = (aij)mxn, denotamos con Ap,, a la submatriz de A que se obtiene al
suprimir la fila p y la columna ¢. De esta forma, A,, es de orden (m —1) x (n —1).

Definicién 62. Dada una matriz A € M, (R), para n € N definimos el determinante de A, y lo
notamos con |A| o det(A), al siguiente nimero real: (definicion recursiva)

1. Sin=1y A= (a) entonces det(A) = a.

2. Sin>2y A= (aj), entonces

n

det(A) = a11|A11| — ara]Ara| + araArs| + -+ + (1) a1, | A = D (1) Fag] Al
k=1

A partir de la definicién vemos que el determinante de una matriz de orden n se calcula a partir
de n determinantes de matrices de orden n — 1.

A= a)

y entonces det(A) = a(—1)*1|(d)| + b(=1)1*2|(¢c)| = ad — be.

Ejemplo 63. Sin =2,

Ejemplo 64. Sin = 3,
ain a2 a3
A=\ a1 ax a3

asy azz az3

y entonces
det(A) = all(—1)1+1|A11| + CL12(—1)1+2‘A12’ + CL13(—1)1+3|A13‘

= a11(ag2ass — agzasz) — a12(ag1ass — agzasy) + aiz(ag1ase — azzas;)
= a110G22033 + 01261,23&31) + a13a210a32 — 13022031 — CL11(L23CL32) — a12021033.

Esta tdltima expresiéon se obtiene a partir de la regla de Sarrus:
a1l a2 ais
a1 a2 Q23
A=| a3 asx ass

ailp aiz2 a3
a21 a2 a23

Definicién 65. Dada la matriz A = (a;j)n, se llama menor ij y se lo nota con M;; al determinante
de la submatriz A;;.

De esta forma, det(A) = Y}, ap(—1)1FF M.

Definicién 66. Dada la matriz A = (a;j)n, se llama cofactor del elemento ij y se lo nota con Cj,
al nidmero (—1)"* M;;.

De esta forma, det(A) = > 7_; a1,C1y.

El siguiente resultado provee definiciones equivalentes del determinante de una matriz.
La definicién que presentamos anteriormente corresponde al desarrollo del determinante por la
primera fila de A.
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Teorema 67. Dada la matriz A = (aij)n,

det(A) = Zaik@k
k=1

para cualquier i = 1,...,m, y entonces decimos que se ha desarrollado el determinante por la fila

1.

O bien,

det(A) =) ax;Cy;
k=1

para cualquier 7 = 1,...,n, y entonces decimos que se ha desarrollado el determinante por la
columna j.
Demostracion. No la hacemos. O

Teorema 68. Dadas las matrices cuadradas A, B y C' de orden n, valen las siguientes propiedades:

1. det(A) = det(A?).

2. Si B se obtiene de A multiplicando una fila (o columna) por una constante k distinta de cero,
entonces det(B) = kdet(A).

3. Si B se obtiene de A intercambiando dos filas (o columnas) entonces det(B) = — det(A).

4. Si A tiene dos filas (o columnas) iguales entonces det(A) = 0.

5. Si A tiene dos filas (o columnas) proporcionales entonces det(A) = 0.

6. Sien la matriz A los elementos de la i-ésima fila son de la forma a; = b;+c; entonces det(A) =
det(B) +det(C), donde las matrices B se obtuvieron de A reemplazando, respectivamente, la
i-ésima fila a; por b; y ¢;. Andlogamente vale para columnas.

7. Si B se obtiene de A sumando un multiplo de una fila (o columna) a otra fila (o columna)
entonces det(B) = det(A).

8. det(AB) = det(A) det(B).

Demostracion. 1. La demostracién es por inducciéon en el orden de la matriz. Para n = 1 el

resultado es obvio ya que A = A'. Supongamos que el determinante de cualquier matriz de
orden n — 1 coincide con el de su transpuesta y probemos el resultado para matrices de orden
n. Sea A una de ellas y desarrollemos su determinante por la fila 7,

det(A) =Y ap(—1)"F My,
k=1

Si notamos con agj a los elementos de A! y desarrollamos su determinante por la columna 4
tenemos que

det(A") =) ap; (1) My,
k=1

siendo M/, el determinante de la submatriz de A’ que se obtiene al suprimir la fila ¢ y la
columna k de A'. Por hipétesis inductiva, este determinante coincide coincide con el de su
transpuesta, es decir, My, = M.

Como ademds, a},; = a;;, resulta det(A) = det(A").
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2. Supongamos que b; = ka;. Desarrollando el determinante de B por la fila i obtenemos:

n

det Z sz CU Z kaijC’ij =k Z aijCij =k det(A)
=1 i=1

donde la ultima igualdad es cierta ya que los unicos elementos en que difieren A y B son los
de la fila 4, los cuales se suprimen para el calculo de los cofactores.
3. La demostracién es por induccién en el orden de la matriz.

Para n = 2 tenemos que

det(A) = det < - diz ) = ai11a22 — a12a21 = — det < @21 22 ) = — det(B).
a1 a2 air a2

Supongamos ahora que el resultado es cierto para matrices de orden n—1 y sea A una matriz
de orden n y B la matriz que se obtuvo de A intercambiando las filas r y s.

Desarrollemos el determinante de B por una fila ¢ distinta de r y s. Como B, es la submatriz
de B que se obtiene al suprimir la fila i y la comumna k, por hipétesis inductiva det(B;;) =
—det(A;x) ya que estas dos matrices verifican que sus filas r y s han sido intercambiadas,
para toda columna k. Por lo tanto,

det(B me 1) det(B Zb,k 1)7F (= det(A Zazk 1) det(Azp)

= —det(A).

4. Supongamos que A tiene dos filas iguales entonces al intercambiar estas dos filas la matriz
obtenida es nuevamente A. Con lo cual tenemos que det(A4) = — det(A) y entonces det(A) = 0.

5. Supongamos que a; = ka;, es decir, las filas i y j (con i # j) son proporcionales con constante
de proporcionalidad k. Sea B la matriz que se obtiene al dividir la fila j de A por la constante
k. De esta forma, B tiene dos filas iguales y por la propiedad anterior, det(B) = 0. Por otro
lado, det(A) = kdet(B) y entonces det(A4) = 0.

6. Supongamos que la fila ¢ de B se obtuvo sumando el multiplo & de la fila j de A, para i # j
y k # 0, entonces b; = a; + ka;.

Si C es la matriz de orden n cuyas filas coinciden con las de A, excepto por la fila i, la
cual definimos igual a kaj, resulta que B = A + C. Como C tiene dos filas proporcionales,
det(C') = 0 y por la propiedad cccce, resulta que det(B) = det(A) + det(C) = det(A).

7. Sien la matriz A los elementos de la i-ésima fila son de la forma a; = b; +¢; entonces det(A) =
det(B) + det(C), donde las matrices B se obtuvieron de A reemplazando, respectivamente,
la i-ésima fila a; por b; y ¢;. Analogamente vale para columnas.

8. No hacemos la demostracién de det(AB) = det(A) det(B).

Teorema 69. Valen las siguientes proposiciones:
1. Si todos los elementos de una fila o columna de A son cero, entonces det(A) = 0.
2. Siuna de las filas (o columnas) de A es combinacion lineal de las restantes entonces det(A) =

0.
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3. Si a una fila de A se le suma una combinacion lineal de filas o columnas de las restantes,
entonces la nueva matriz asi obtenida, B, verifica det(A) = det(B).

Demostracion. 1. Basta desarrollar el determinante de A por una fila (o columna) nula.

2. Supongamos que a, = Z?:_ll «;a;. Sea B; la matriz que se obtiene de A al reemplazar la

fila n por la fila a;. Por el teorema anterior, det(A) = 31! a; det(B;) pero cada matriz B
tiene dos filas iguales, y entonces det(B;) = 0 para todo i = 1,...,n — 1. Tenemos asi que

det(A) = 0.

3. Supongamos que b; = a;+ > i OG- Llamemos C' a la matriz que se obtiene al reemplazar la
fila i de B por ), ; aja;. Entonces, por el teorema anterior, det(B) = det(A) + det(C). Por
otro lado, usando el resultado en el item anterior, det(C') = 0 y entonces, det(A) = det(B).

O]

Lema 70. Dada una matriz A = (a;j)n y Cik el cofactor de a;, para todo i =1,...,n, entonces

Zaijckj 5, = { det(4) si  i=k,
j=1

0 st no.

Demostracion. Sii = k entonces Z?zl a;jCrj = 2?21 ay;Ck; es el desarrollo del determinante de
A por la fila k.

Si ¢ # k entonces 2?21 a;;Cy;j es el desarrollo del determinante de la matriz que se obtiene de
A al reemplazar la fila k de A por su fila ¢, lo cual resulta en una matriz que tiene dos filas iguales,
o sea, con determinante cero. Il

5. Inversa de una matriz

Utilizaremos la funcién determinante para decidir si una matriz (cuadrada) es inversible.
Dada la matriz A = (a;;),;, notamos con Adj(A) = (Cy;),; la matriz adjunta de A, donde Cj;
es el adjunto o cofactor de a;;, para i,j =1,...,n.
Teorema T1. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces, A es inversible si y solo si
det(A) # 0. En ese caso,

. Adi(A)T
AT = det(A)
Y
_ 1
det(A™1) = det(4)’

Demostracién. Supongamos que A es inversible. Entonces, existe A~! que verifica AA~! = I. Por
propiedad del determinante del producto resulta que det(AA~!) = det(A)det(A~!) = 1, lo cual
prueba que det(A4) # 0 y que det(A~!) = #(A).

Supongamos ahora que det(A) # 0. Entonces estd bien definida la matriz B = ‘%dgt(@;. Verifi-

Cij .
caremos que B = ( det(%)> es la inversa de A.

AB).. — P Gk _ (s
(AB);; ;azkbm kz::lazk dct(4) (05)

es decir, AB = 1.
Anélogamente tenemos que BA = I y entonces B = A1, O
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Ejemplo 72. Sea

1 2 3 -1
0O 1 2 3
A= 2 -1 2 0
3 -1 2 =2
En este caso, det(A) =13 # 0 y entonces A es inversible.
Ademds,
-8 =2 7T -4
. 14 0 -9 7
AGA =1 o7 23 22 7
25 16 —-17 6
Y
-8 14 =27 25
gLl -2 10 -23 16
13 7T -9 22 17
-4 7 =7 6
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